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Desde que foi publicada a 1* edicdo deste livro, recebemos intimeras sugestoes através de
cartas e contatos nos Congressos anuais organizados pela Sociedade Brasileira de Matema-
tica Aplicada e Computacional (SBMAC). Atendendo as sugestoes de corregoes, inclusio
de topicos, e sentindo a necessidade de modernizagao e atualizagao do texto, optamos por
elaborar esta 2* edic@o, motivadas pela grande aceitagao deste livro como texto bésico para
cursos de Calculo Numérico em vérias universidades.

Em todos os capitulos ji existentes na edi¢do anterior, foram feitas correcoes ¢
alteragbes no texto: suprimimos e acrescentamos alguns exercicios ¢ introduzimos uma
secdo de projetos em quase todos os capitulos; nos projetos o nivel de exigéncia, tanto
tedrico quanto computacional, é maior que nos exercicios; no Apéndice desta nova edig¢do
apresentamos as respostas de todos os exercicios.

Os Capitulos 3, 5 e 8 foram os mais alterados. No Capitulo 3, sobre Resolugao de
Sistemas Lineares, além de ampliarmos a introdugao sobre existéncia e nimero de solugdes,
introduzimos uma segio sobre Fatoragdo de Cholesky. No Capitulo 5, a se¢do sobre Splines
em Interpolagao foi ampliada, acrescentando as Splines Cibicas em Interpolagao. Final-
mente, no Capitulo 8, acrescentamos uma secio sobre Problemas de Valor de Contorno em
Equagdes Diferenciais Ordindrias.

O atual Capitulo 4 ¢ inteiramente novo, e trata da Solugdo de Sistemas Nio
Lineares.

As listagens de programas computacionais foram eliminadas e sugerimos que
alunos e professores utilizem softwares matemidticos que possibilitam que algoritmos de
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métodos numéricos sejam facilmente adaptados para que possam ser implementados. Temos
usado na UNICAMP o MATLAB! como material de apoio computacional no curso de
Célculo Numérico e temos obtido boa aceitacdo por parte dos alunos. Consideramos que
este software € um material de ficil manuseio e eficiente para a resolugio dos exercicios e
projetos computacionais propostos.

Agradecemos aos professores, alunos ¢ leitores que nos fizeram criticas e suges-
toes que muito contribuiram na elaboragao desta edigdo. Dedicamos um agradecimento
especial ao professor Licio Tunes dos Santos que gentilmente escreveu o projeto Newton e
os Fractais para o Capitulo 4 e aos auxiliares didéaticos Ricardo Caetano Azevedo Biloti,
Suzana Lima de Campos Castro e Lin Xu, que resolveram a maior parte dos exercicios, e
especialmente a Roberto Andreani e a Renato da Rocha Lopes, pela leitura do texto e
contribuigdes para as listas de exercicios e projetos.

1. MATLAB ¢ uma marca registrada do MathWorks, Inc. Uma boa introdugéo 4 versiao 4.2 do MATLAB
¢ a quarta edi¢io do MATLAB Primer de K. Sigmon, editado em 1994 por CRC Press, Boca Raton, FL.
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Ao escrever este livro, nosso objetivo principal foi oferecer ao estudante de graduagao na
area de ciéncias exatas um texto que lhe apresentasse alguns métodos numéricos com sua
fundamentacao teérica, suas vantagens e dificuldades computacionais.

Apresentamos oito capitulos e procuramos seguir em todos eles 0 mesmo desen-
volvimento. Em todos os capitulos, incluimos uma lista de exercicios ¢ a maioria deles
apresenta propostas de projetos. As respostas de todos os exercicios se encontram no
Apéndice.

Supomos que o aluno tenha conhecimentos de Cilculo e de Algebra Linear e
familiaridade com alguma linguagem de programacao de computador.

O Capitulo 1 trata de erros em processos numéricos, sem a intensao de fazer um
estudo detalhado do assunto; o objetivo € alertar o aluno sobre as dificuldades numéricas
que podem ocorrer ao se trabalhar com um computador.

O Capitulo 2 apresenta virios métodos para a resolugao de equagdes nao lineares
do tipo f(x) = 0 e um desenvolvimento especifico para o caso de raizes reais de equagdes
polinomiais.

No Capitulo 3, abordamos a resolugéo de sistemas de equagdes lineares apresen-
tando métodos diretos e iterativos.
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Incluimos nesta edigao uma introdugao sobre a resolugao de sistemas de equagoes
nao lineares, que € o tema do Capitulo 4.

O Capitulo 5 apresenta a interpolagdo polinomial como forma de se obter uma
aproximacao para uma funcao f(x). Além disto, introduz as fungdes spline interpolantes.

O método dos quadrados minimos, como outra forma de aproximacao de fungoes,
¢ apresentado no Capitulo 6, onde desenvolvemos o método dos quadrados minimos linea-
res e damos sugestoes de como contornar certos casos nao lineares.

O tema do Capitulo 7 € a integragao numeérica para Jb f(x) dx, através das formulas
a

fechadas de Newton-Cotes. Introduzimos ainda as formulas de quadratura Gaussiana.

O Capitulo 8 aborda métodos numéricos para resolucao de problemas de valor
inicial e de contorno em equacdes diferenciais ordinarias.
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NOGCOES BASICAS SOBRE ERROS
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1.1 INTRODUCAO

Nos capitulos seguintes, estudaremos métodos numéricos para a resolugdo de problemas
que surgem nas mais diversas areas.

A resolugio de tais problemas envolve vérias fases que podem ser assim estruturadas:

Problema Levantamento de
Real 5 Dados
C"'ﬁ"‘?"’ Escolha do Implementagao
Modelo Método Numérico Computacional
Malsmdsin Adequado deste Método
Se Necessdrio;
Anélise dos Reformular o Modelo
Resultados Matematico efou
Obtidos Escolher Novo Método
Numérico
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Nio € raro acontecer que os resultados finais estejam distantes do que se esperaria
obter, ainda que todas as fases de resolugao tenham sido realizadas corretamente.

Os resultados obtidos dependem também:

* da precisdo dos dados de entrada;

* da forma como estes dados sao representados no computador,

* das operagdes numéricas efetuadas.

Os dados de entrada contém uma imprecisdo inerente, isto €, nio ha como evitar
que ocorram, uma vez que representam medidas obtidas usando equipamentos especificos,
como, por exemplo, no caso de medidas de corrente e tensdo num circuito elétrico, ou entao

podem ser dados resultantes de pesquisas ou levantamentos, como no caso de dados popu-
lacionais obtidos num recenseamento.

Neste capitulo, estudaremos os erros que surgem da representacao de nimeros
num computador e os erros resultantes das operagdes numéricas efetuadas, [23], [26] e [31].

1.2 REPRESENTAGCAO DE NUMEROS

Exemplo 1

Calcular a drea de uma circunferéncia de raio 100 m.

RESULTADOS OBTIDOS
a) A = 31400 m?
b) A =31416 m?
¢) A =31415.92654 m?

Como justificar as diferengas entre os resultados? E possivel obter “exatamente” esta 4rea?

Exemplo 2

Efetuar os somatérios seguintes em uma calculadora ¢ em um computador:
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30000
S = 2 X; para x, = 0.5 ¢ para x, = 0.11
=1

RESULTADOS OBTIDOS
i) parax; =0.5: na calculadora: S = 15000
no computador: S = 15000
if) parax; = 0.11: na calculadora: S = 3300
no computador: S = 3299.99691

Como justificar a diferenca entre os resultados obtidos pela calculadora e pelo
computador para x, = 0.117

Os erros ocorridos nos dois problemas dependem da representagiao dos numeros
na maquina utilizada.

A representacao de um nimero depende da base escolhida ou disponivel na ma-
quina em uso ¢ do nimero maximo de digitos usados na sua representagao.

O nimero n, por exemplo, ndo pode ser representado através de um nimero
finito de digitos decimais. No Exemplo 1, o nimero n foi escrito como 3.14, 3.1416 e
3.141592654 respectivamente nos casos (a), (b) e, (c¢). Em cada um deles foi obtido um
resultado diferente, e o erro neste caso depende exclusivamente da aproximacgédo escolhida
para . Qualquer que seja a circunferéncia, a sua drea nunca serd obtida exatamente, uma
vez que m € um nimero irracional.

Como neste exemplo, qualquer cdlculo que envolva nimeros que nao podem ser
representados através de um mimero finito de digitos nao fornecera como resultado um
valor exato. Quanto maior o niimero de digitos utilizados, maior seré a precisao obtida. Por
isso, a melhor aproximagao para o valor da area da circunferéncia ¢ aquela obtida no
caso (c).

Além disto, um nlmero pode ter representacao finita em uma base e nao-finita em
outras bases. A base decimal é a que mais empregamos atualmente. Na Antiguidade, foram
utilizadas outras bases, como a base 12, a base 60. Um computador opera normalmente no
sistema binério.

Observe o que acontece na intera¢do entre o usudrio ¢ o computador: os dados de
entrada sdo enviados ao computador pelo usudrio no sistema decimal; toda esta informagao
¢ convertida para o sistema bindrio, ¢ as operagoes todas serao cfetuadas neste sistema.
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Os resultados finais serdo convertidos para o sistema decimal e, finalmente, serdo transmi-
tidos ao usudrio. Todo este processo de conversio ¢ uma fonte de erros que afetam o
resultado final dos célculos.

Na préxima secdo, estudaremos os processos para conversao de nimeros do sis-
tema bindrio para o sistema decimal e vice-versa.

1.2.1 CONVERSAO DE NUMEROS NOS SISTEMAS DECIMAL E BINARIO

Veremos inicialmente a conversao de nimeros inteiros.

Considere os nimeros (347),, ¢ (10111),. Estes nimeros podem ser assim
escritos:

(347),, =3 x 107 + 4 x 10! + 7 x 10°
(10111), =1 x2* +0x 22 + 1 x 2?2 + 1 x 21 + 1 x 20

De um modo geral, um nimero na base f, (33, ; ... a3,89)g, 0 < a, < (B-1),
k =1, .., j, pode ser escrito na forma polinomial:

apl +a B+ .. +a,B? +apl +ap.

Com esta representagio, podemos facilmente converter um nimero representado
no sistema bindrio para o sistema decimal.

Por exemplo:

(10111), =1x2*+0x 23 +1x 22 + 1 x 2! + 1 x 20

Colocando agora o nimero 2 em evidéncia teremos:

(10111), =2 x (1 +2x (1 +2x (0 + 2 x 1))) + 1 = (23),,

Deste exemplo, podemos obter um processo para converter um ndimero repre-
sentado no sistema bindrio para o sistema decimal:

A representagao do nimero (ajaj_l ... 8,3;85), ma base 10, denotada por by, ¢
obtida através do processo:

N =i
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b, =a,+2b,
b] = a, +2b,
b[] = a, + 2b,

Para (10111),, a seqiiéncia obtida sera:

b =a4=1

b;=a,+2b,=0+2x1 =2
b a+2b =1+2x2 =5
b a+2h-1+2x5 =1
by=a,+2b;=1+2x11=23

.

b 2

Veremos agora um processo para converter um nimero inteiro representadn no
sistema decimal para o sistema bindrio. Considere o nimero N, = (347),, ¢ ( - 8180)5
a sua representacido na base 2.

Temos entao que:
347=2x(ax2 +a ; xP2+ . +a,x2+a)+a;=2x173+1

¢, portanto, o digito a, = 1 representa o resto da divisdo de 347 por 2. Repetindo agora este
processo para 0 numero N, = 173:

173=551j>c1’,"“1+aj_1>c2i—2+...+az:-<2+a1

obteremos o digito a,, que serd o resto da divisdo de N, por 2. Seguindo este racio-

cinio obtemos a seqiiéncia de nimeros Nj e a,.

Ny=347 = 2x173+1=> a,=

N,=173 = 2x86+1 = a =
N,=86 = 2x43+0 = a,=0
N,=43 = 2x21+1 = a3=
N,=21 = 2x10+1 = a,=
N,=10 = 2x5+0 = a;=0
Ng=5 = 2u2Z+]1 = a.=
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N,=2 = 2x1+0 ==~a7=ﬂ
NS=1 = 2x0+1 :!-38:1

Portanto, a representagio de (347),, na base 2 sera 101011011.

No caso geral, considere um nimero inteiro N na base 10 e a sua representagao
b?n:iria denotada por: (ajaj_l ... 852,3,),. O algoritmo a seguir obtém a cada k o digito
binério ag.

=0
=N

Passo 0: k
Ny

Passo 1:  Obtenha q e r, tais que:
N, =2xgq +r1,
Fagaa, =r,

Passo 2:  Se q, = 0, pare.
Caso contrario, faga N_ _, = q,.
Faga k = k + 1 e volte para o passo 1.

Consideremos agora a conversao de um nimero fracionario da base 10 para a base 2.

Sejam, por exemplo:

r = 0.125, s = 0.66666..., t = 0.414213562... .

Dizemos que r tem representagao finita e que s e ¢ tém representagio infinita.

Dado um ndmero entre 0 e 1 no sistema decimal, como obter sua representagio
binaria?

Considerando o nimero r = 0.125, existem digitos bindrios: d,, d,,.... d...., tais que
(0. dl»:iz...cij...}2 sera sua representagao na base 2.

Assim,
(0.125),,=d, x 21 +d, x 2% + ... + d; x 4 ..
Multiplicando cada termo da expressao acima por 2 teremos:

2x{}.125=0.250=0+0.25=d1+d2xT1+d3x2‘2+...+djx2“j+'+...
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e, portanto, d, representa a parte inteira de 2 x 0.125 que ¢ igual a zero e d, x 271 4+
dyx 272+ ... +d x27* 1 + . representa a parte fraciondria de 2 x 0.125 que € 0.250.

Aplicando agora o mesmo procedimento para 0.250, teremos:

0.250

dyx21+d;x 2724 L +dx 291+ . =>2x0250=05=
dy+dyx 2T +d,x 22+ . +dx 2924 =d,=0

e repetindo o processo para 0.5:

05 =dyx2l+dyx22+. +dx27* 2+ . =
2x05=10=dy+d,x 271+ .. +dx27* 3+ =dy=1

Como a parte fraciondria de 2 x 0.5 é zero, o processo de conversdo termina, e teremos:
d, =0,d, = 0ed, =1e, portanto, o nimero (0.125),, tem representagao finita na base
2: (0.001),

Um nimero real entre 0 e 1 pode ter representacao finita no sistema decimal, mas
representacao infinita no sistema bindrio.

No caso geral, seja » um namero entre 0 e 1 no sistema decimal e (0. d]clz...dj...)2 sua
representagao no sistema bindrio.

Os digitos bindrios d;, d,, ..., d;, ... sdo obtidos através do seguinte algoritmo:
Passo0: r =1 k=1

Passo 1: Calcule Zrk.
Se2r, =1, faca: dk = I
caso contrario, faca: d, = 0

Passo 2: Facar  ,=2r —d,.
Ser, ., =0, pare.
Caso contrério:

Passo 3: k=k+ 1.
Volte ao passo 1.
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Observar que o algoritmo pode ou nao parar apos um nimero finito de passos.
Para r = (0.125),, teremos r, = 0. J para r = (0.1),,, teremos: r; = 0.1

k=1 2r,=02 = d,=0
r2=0.2

k=2 2r2=0.4 = d2=0

r3=0.4
k=3 2r3=0.8 = d3=0
ry, = 0.8
k=4 2r4=1.6 = d; =1
rs-—O.()

k=5 2r,=12 = d. =1
=ﬁ,2=[2

Como r; = 1,, teremos que 0s resultados para k de 2 a 5 se repetirao ¢ entao:
Fio = Tg = I, = 0.2 e assim indefinidamente.

Concluimos que:

(0.1),, = (0.00011001100110011...),

e, portanto, o nimero (0.1),, ndo tem representagao binaria finita.

O fato de um nimero ndo ter representacao finita no sistema binario pode acar-
retar a ocorréncia de erros aparentemente inexpliciveis em cdlculos efetuados em sistemas
computacionais bindrios.

Analisando o Exemplo 2 da Se¢do 1.2 e usando o processo de conversao descrito
anteriormente, temos que o nimero (0.5),, tem representacao finita no sistema binario:
(0.1),; jé& o namero (0.11),, terd representagao infinita:

(0.0001110000101000111101011T00001010001 11101...),

Um computador que opera no sistema bindrio ird armazenar uma aproximagao
para (0.11),,, uma vez que possui uma quantidade fixa de posicoes para guardar os digitos
da mantissa de um nimero, ¢ esta aproximagao sera usada para realizar os célculos. Nao se
pode, portanto, esperar um resultado exato.
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Considere agora um nimero entre 0 e 1 representado no sistema binario:
(r), = (0. dldz...cij...)2

Como obter sua representagao no sistema decimal?

Um processo para conversao € equivalente ao que descrevemos anteriormente.
Definindo r, = r, a cada iteragdo k, o processo de conversdo multiplica o nimero r,
por (10),, = (1010), e nbtf:m o digito b, como sendo a parte inteira deste produto conver-
tida para a base decimal. E importante observar que as operacoes devem ser efetuadas no
sistema bindrio, [26]. O algoritmo a seguir formaliza este processo.

Passo0: 1, =15 k=1

Passo 1: Calcule w, = (1010), x r,.
Seja z,_ a parte inteira de w,
b, € a conversdo de z, para a base 10.

Passo 2: Fagar,  ,=w -2
Ser, ., =0, pare.

Passo 3: k=k+ 1.
Volte ao passo 1.

Por exemplo, considere o nimero:
(r), = (0.000111), = (0.b,b, ... b),,
Seguindo o algoritmo, teremos:

r, = (0.000111),;

w, = (1010), x r, = 1.00011 = b, =1er, =0.00011;
w, = (1010), x 1, = 0.1111 = b,=0er;=0.1111;
w, = (1010), x r; = 1001.011 = b;=9er, =0.011;
w, = (1010), x r, = 11.11 = by=3er;=01%L

ws = (1010), x g = 111.1 = bs=Ter,=0.1;

we = (1010), x g = 101 = be=5er,=0;

Portanto (0.000111), = (0.109375),,
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Podemos agora entender melhor por que o resultado da operacao
30000
§= 011

nao € obtido exatamente num computador. Ji vimos que (0.11),, ndo tem representagao
finita no sistema bindrio. Supondo um computador que trabalhe com apenas 6 digitos na
mantissa, o namero (0.11),, seria armazenado como (0.000111), e este niimero representa
exatamente (0.109375),,. Portanto, todas as operagdes que envolvem o nimero (0.11),,
seriam realizadas com esta aproximagdo. Veremos na proxima segdo a representacdo de
nimeros em aritmética de ponto flutuante com o objetivo de se entender melhor a causa
de resultados imprecisos em operagdoes numéricas.

1.2.2 ARITMETICA DE PONTO FLUTUANTE

Um computador ou calculadora representa um nimero real no sistema denominado aritmé-
tica de ponto flutuante. Neste sistema, o nimero 1 serd representado na forma:

+(.d,dy..d) x B¢

onde:

B € a base em que a méquina opera;
t € o nimero de digitos na mantissa; 0 < dj =sP-1),j=1,.,t,d, =0
e ¢ o expoente no intervalo [1, u].

Em qualquer maquina, apenas um subconjunto dos nmimeros reais € representado
exatamente, e, portanto, a representagao de um nimero real sera realizada através de trun-
camento ou de arredondamento.

Considere, por exemplo, uma méaquina que opera no sistema:
B=10;t=3; e€[-5,5]
Os nimeros serao representados na seguinte forma nesse sistema:

0.d,dyd; x 10°, 0 < d; <9,d, » 0, e €[5, 5]
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O menor nimero, em valor absoluto, representado nesta maquina é¢:

m = 0.100 x 1075 = 1076

e 0 maior nimero, em valor absoluto, é:
M = 0.999 x 10° = 99900
Considere o conjunto dos nimeros reais IR € 0 seguinte conjunto:
G={xER | m=|x| <M}

Dado um numero real x, vérias situagoes poderao ocorrer:

Caso ) x € G:

por exemplo: x = 235.89 = 0.23589 x 10°. Observe que este nimero possui 5
digitos na mantissa. Estdo representados exatamente nesta maquina os nimeros:
0.235 x 10% e 0.236 x 103, Se for usado o truncamento, x serd representado
por 0.235 x 10° e, se for usado o arredondamento, x serd representado por
0.236 x 10% (o truncamento e o arredondamento serdo estudados na Segao 1.3.2.);

Caso 2) | x| < m:

por exemplo: x = 0.345 x 10~7. Este nimero ndo pode ser representado nesta
maquina porque o expoente e é menor que —5. Esta € uma situagao em que
a maquina acusa a ocorréncia de underflow;

Caso 3) | x| > M:

por exemplo: x = 0.875 x 107, Neste caso, 0 expoente e é maior que 5 e a maquina
acusa a ocorréncia de overflow.

Algumas linguagens de programacao permitem que as varidveis sejam declaradas
em precisao dupla. Neste caso, esta varidvel sera representada no sistema de aritmética de
ponto flutuante da méquina, mas com aproximadamente o dobro de digitos disponiveis na
mantissa. E importante observar que, neste caso, o tempo de execugéo e requerimentos de
memoria aumentam de forma significativa.
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O zero em ponto flutuante €, em geral, representado com o menor expoente
possivel na maquina. Isto porque a representagio do zero por uma mantissa nula € um
expoente qualquer para a base P pode acarretar perda de digitos significativos no resultado
da adigdo deste zero a um outro nimero. Por exemplo, em uma méquina que opera na base
10 com 4 digitos na mantissa, para x = 0.0000 x 10* e y = 0.3134 x 1072 o resultado de
X + y seria 0.3100 x 1072, isto €, sdo perdidos dois digitos do valor exato y. Este resultado
se deve 4 forma como ¢é efetuada a adigdo em ponto flutuante, que estudaremos na
Secgao 1.3.3.

Exemplo 3

Dar a representagao dos nimeros a seguir num sistema de aritmética de ponto flutuante de
trés digitos paraf =10, m=-4e M = 4.

X Representacio obtida Representacao obtida
por arredondamento por truncamento

1.25 0.125 x 10 0.125 x 10

10.053 0.101 x 102 0.100 x 10?

-238.15 —0.238 x 10° -0.238 x 10°

2.71828... 0.272 x 10 0.271 x 10
0.000007 (expoente menor que —4) =
718235.82 (expoente maior que 4) =

1.3 ERROS

1.3.1 ERROS ABSOLUTOS E RELATIVOS
No Exemplo 1 da Secio 1.2, diferentes resultados para a drea da circunferéncia foram
obtidos, dependendo da aproximagao adotada para o valor de x.

Definimos como erro absoluto a diferenga entre o valor exato de um ndmero x e
de seu valor aproximado X: EA_ = x - X.
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Em geral, apenas o valor X é conhecido, e, neste caso, ¢ impossivel obter o valor
exato do erro absoluto. O que se faz € obter um limitante superior ou uma estimativa para
o médulo do erro absoluto.

Por exemplo, sabendo-se que &t € (3.14, 3.15) tomaremos para & um valor dentro
deste intervalo e teremos, entdo, |EA_|=|n - &| < 0.01.

Seja agora o niimero x representado por X = 2112.9 de tal forma que | EA | < 0.1,
ou seja, x € (2112.8, 2113) e seja o nimero y representado por ¥ = 5.3 de tal forma que
| EAyl < 0.1, ou seja, y € (5.2, 5.4). Os limitantes superiores para os erros absolutos sao os
mesmos. Podemos dizer que ambos os niimeros estdo representados com a mesma preciséo?

E preciso comparar a ordem de grandeza de x e y. Feito isto, é ficil concluir que
o primeiro resultado é mais preciso que o segundo, pois a ordem de grandeza de x € maior
que a ordem de grandeza de y. Entdo, dependendo da ordem de grandeza dos nimeros
envolvidos, o erro absoluto ndo é suficiente para descrever a precisio de um calculo. Por
esta razao, o erro relativo é amplamente empregado.

O erro relativo é definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado:

o, -5 -7

X

No exemplo anterior, temos

[EA,l o1
- - = s
| ER, | %] < 21129 47 x 107

&—l = 0.02,

€=

I
52 53

|ER, | =

confirmando, portanto, que o nimero x € representado com maior precisio que o nimero y.



14 Cdlculo Numérico  Cap. 1

1.3.2 ERROS DE ARREDONDAMENTO E TRUNCAMENTO EM UM
SISTEMA DE ARITMETICA DE PONTO FLUTUANTE

Vimos na Secdo 1.2 que a representacao de um nimero depende fundamentalmente da

maquina utilizada, pois seu sistema estabelecerd a base numérica adotada, o total de digitos
na mantissa etc.

Seja um sistema que opera em aritmética de ponto flutuante de t digitos na base
10, e seja x, escrito na forma

x=fxxll]‘+glx10“‘ onde 0.1 <f <1 e 0=g <1.
Por exemplo, se t = 4 e x = 234.57, entdo

x =0.2345 x 10° + 0.7 x 107!, donde f_= 0.2345e g_=0.7.

E claro que na representagao de x neste sistema g, % 10" ndo pode ser incorpo-
rado totalmente & mantissa. Entdo, surge a questao de como considerar esta parcela na
mantissa e definir o erro absoluto (ou relativo) méximo cometido.

Vimos na Seg¢do 1.2.2 que podem ser adotados dois critérios: o do arredondamento
e o do truncamento (ou cancelamento).

No truncamento, g, x 10°™ € desprezado e X = f_ x 10¢. Neste caso, temos

|BEA | = |x - X| = | g x 10°* < 10°, visto que | g | < 1

|ER | | EA, | |gx[x10""{ 106t
. | x| || x 10¢ 0.1 x 10°

= 10—l+ 1

visto que 0.1 € o menor valor possivel para f_.

No arredondamento, f_ ¢ modificado para levar em consideragio g_. A forma de
arredondamento mais utilizada € o arredondamento simétrico:

-

f, x 10° sc|gx|<—;—

£ x 10° + 10 se |g| =

b =
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1 . -
Portanto se | g | < 5 By ¢ desprezado, caso contririo, somamos o nimero 1 ao

altimo digito de f.

Entdo, se | g | < % teremos

|EAx|=|x—i|=lgI|x10H<%x10“‘

|EA,| gl x 10" g5 x 10t 1 e
|ER | = == = < - = o 10r
| x| | | x 10¢ 0.1 x 10¢ 2

E se | g,| = 1/2, teremos

|EA| =[x-X]|=|(f, x 10° + g_x 10°7) - (f, x 10° + 10°7) |
= g, % 107~ 10| = | (g, — 1) | x 10 < 2 x 10~

IER“I_IEA‘*XI5 1/2 x 10° _ 1/2 x 10 _
| x| |f, x 10° + 10°7|  |f | x 10°

1/2 %10 1
<

01 x 106 2 i
g x

Portanto, em qualquer caso teremos

1
o 1 1
x 107" e |ER | < 5 X 107+

(e

|EA,| <

Apesar de incorrer em erros menores, o uso do arredondamento acarreta um
tempo maior de execugao e por esta razdo o truncamento ¢ mais utilizado.
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1.3.3 ANALISE DE ERROS NAS OPERAGCOES
ARITMETICAS DE PONTO FLUTUANTE

Dada uma seqiiéncia de operagoes, como, por exemplo, u = [(x + y) —z —t] + w, é
importante a nogao de como o erro em uma operacdo propaga-se ao longo das operagoes
subseqiientes.

O erro total em uma operagao ¢ composto pelo erro das parcelas ou fatores e pelo
erro no resultado da operagao.

Nos exemplos a seguir, vamos supor que as operagoes sao efetuadas num sistema
de aritmética de ponto flutuante de quatro digitos, na base 10, e com acumulador de preci-
sao dupla.

Exemplo 4

Dados x = 0.937 x 10* e y = 0.1272 x 102, obter x + y.

A adigdo em aritmética de ponto flutuante requer o alinhamento dos pontos deci-
mais dos dois nimeros. Para isto, a mantissa do nimero de menor expoente deve ser
deslocada para a direita. Este deslocamento deve ser de um nimero de casas decimais igual
a diferenga entre os dois expoentes.

Alinhando os pontos decimais dos valores acima, temos

x =0.937 x 10* e y = 0.001272 x 10%.

Entao,

X +y = (0.937 + 0.001272) x 10* = 0.938272 x 10*.
Este € o resultado exato desta operacao. Dado que em nosso sistema t € igual a 4,
este resultado dever ser arredondado ou truncado.

Entio, X + y = 0.9383 x 10* no arredondamento e X + y = 0.9382 x 10* no
truncamento.
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Exemplo 5

Sejam x e y do Exemplo 4. Obter xy:

(0.937 x 10*) x (0.1272 x 10?)
(0.937 x 0.1272) x 10° =
0.1191864 x 10°.

Xy

Entio, Xy = 0.1192 x 10°, se for efetuado o arredondamento, e Xy = 0.1191 x 10°, se
for efetuado o truncamento.

Os Exemplos 4 ¢ 5 mostram que ainda que as parcelas ou fatores de uma operagao
estejam representados exatamente no sistema, nao se pode esperar que o resultado armaze-
nado seja exato.

Na maioria dos sistemas, o resultado exato da operacdao que denotaremos por OP
¢ normalizado ¢ em seguida arredondado ou truncado para t digitos, obtendo assim o
resultado aproximado OP que é armazenado na memoéria da méquina.

Entdo, conforme vimos na Segao 1.3.2, o erro relativo no resultado de uma opera-
¢@o (supondo que as parcelas ou fatores estdo representados exatamente) ser:

|ERGp | < 107141 no truncamento
| ERqp | < % % ot no arredondamento.

Veremos a seguir as férmulas para os erros absoluto e relativo nas operagoes
aritméticas com erros nas parcelas ou fatores.

Vamos supor que o erro final € arredondado.
Scjamxey,taisquex:i+EAxcy=?+EAy.

Adigao: x+y

x+y=(i+EAx)+(}?+EAY]=(E+?]+(EAx+EAy).

Entao, o erro absoluto na soma, denotado por EA_ | . ¢ a soma dos erros absolutos
das parcelas:

EAx+y=E‘Ax+EAy'
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O erro relativo sera:

BA,,, EA (5 Y. BA(
ER iy =545 = % [iig]* Ay[ii;}

Subtragdo: X -y
Analogamente temos:

EA, , =EA -EA e

Multiplicagao: xy
Xy=(X+ EAE){? e EAy) &=
Xy+X EA:‘, +Y EA, + (EAx)(EAF)

Considerando que (EAx)(EAY) € um mimero pequeno, podemos desprezar este
termo na expressao acima.

Teremos entdo EA, =~ XEA  + VEA,

XEA +YEA, EA EA
ER,, ~ = =5 + 5 “ER+ER,

Divisdo: xly
x X+EA X+ EA 1
y y+ EAY y b E_AX
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Representando o fator — sob a forma de uma série infinita, teremos

E
5

3
=1_Ef},+E%y —E—fz B sis
h ) Y b

e desprezando os termos com poténcias maiores que 1, teremos

1 +

B
|

x_T+BA [ BA) 5 BA XEA EA BA/
y y y y |y 2 2
Entao

x_x EA XEA

— = = 4 — L= .

y ¥y Y 2

. EA };]F.ﬁtI ?EAI—);EAy
Asszm,EAx,,y= - — 32 = ?2

X ¥

o ]

yﬁAx-iEAy] EA_ %=ERX~ER},

E =
Rx.-"y ( ?—2

Escrevemos todas essas férmulas sem considerar o erro de arredondamento ou
truncamento no resultado final.

A andlise completa da propagagdo de erros se faz considerando os erros nas
parcelas ou fatores e no resultado de cada operagao efetuada.

Exemplo 6

Supondo que x, vy, z e t estejam representados exatamente, qual o erro total no célculo
de u = (x + y)z — t? (Calcularemos o erro relativo e denotaremos por RA o erro relativo de
arredondamento no resultado da operagio.)
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Seja s = x + y. O erro relativo nesta operagao sera:

- x - o
ER_ = ER (§+§]+an (.i+§.)+RA 0+RA.

Assim,|ERs|=|RA|<%x1Cr‘“1.

Calculando agora s x z, teremos m = s x z, e 0 erro relativo desta operagao sera:
ERm=ERs+ERZ+RA=ERS+—?+RA=RAS+D+RA.

Entao,

|ERm|£|RA3|+|RA|<%><10*‘+1+%x10_‘+1=10_’+1.

Calcularemos u = m — t e o erro relativo desta operagao sera:

ERU=—~_~———“‘-fA‘+RA-_“‘_+RA- ._”“(_..m..]+RA
m -t m -t m m -
m
-ERE(E_T)+RA.
Entao,
= m t+1 m 1 =t 41
|ER, | < |ER_| ‘E_T sRA <101 [B] L1 g0
Finalmente,
_|m| 1 t41
|F£R“|-|:(Iﬁ__t_|+2 % T
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Exemplo 7

Vimos que dados x, y € Z = x -y, entdo:

-

X
Zz -

X

*-cl;

.
y (I
Se x e y sdo nimeros positivos arredondados, entao:

i EAy

?)'

<lx 107t+1 ¢

> -:Exll]_t'*l.

2

E claro que se x = y, entdo o erro relativo em z pode ser grande, como por
exemplo, se = 0.2357 x 10% e § = 0.2353 x 10 entdo Z = X — § = 0.0004 x 10° e isto ¢
denominado cancelamento subtrativo.

O erro relativo em z € limitado superiormente por:

0.2357 x 10° + 02353 x 10°) 1 .3 (t = 4) =
0.0004 x 10° 2

I ERz | <
=> |ER,| < 0.5888 ~ 59%.
Este erro relativo é propagado nas préximas operacoes (pois cada expressio para

o erro relativo depende do erro relativo em cada parcela ou fator).

Por exemplo, para w = zt, se { = 0.4537 x 103 teremos W = 0.1815 x 10° e

|ER, | < |ER,| + |ER,| < 0.59 + % x 107 = 0.5905 ~ 59%.

Desta forma, o cancelamento subtrativo pode dar origem a grandes erros nas
operagoes seguintes.
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EXERCICIOS

1,

Converta os seguintes nimeros decimais para sua forma binaria:

x =37 y = 2345 z =0.1217

Converta os seguintes nimeros binarios para sua forma decimal:
x = (101101), y = (110101011),
z = (0.1101), w = (0.111111101),

Seja um sistema de aritmética de ponto flutuante de quatro digitos, base decimal e com
acumulador de precisao dupla. Dados os niimeros:

x=07237x10* y=02145x103 e z=0.2585 x 10!

efetue as seguintes operagdes e obtenha o erro relativo no resultado, supondo que x, y
€ z estao exatamente representados:

a) X+y+z d) (xy)z
by x-y-z e) x(y/z)
c) xly

Supondo que x € representado num computador por X, onde X € obtido por arredonda-
mento, obtenha os limites superiores para os erros relativos deu =2Xew =X + X.

Idemparau=3Xxew=X+X + X.

Sejam X e ¥ as representacoes de x e y obtidas por arredondamento em um computador.
Deduza expressoes de limitante de erro para mostrar que o limitante do erro relativo de
u=3Xyémenorque odev=(X+X+X)V.

Verifique de alguma forma que, se 1 tem representagao finita na base 2 com k digitos,
ou seja, r = (0. d,d,...d,),, entdo sua representacdo na base 10 € também finita com k
digitos.
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E interessante observar que a adigdo em aritmética de ponto flutuante nem sempre &
associativa. Prova-se que dados n nimeros x;, X,,..., X, representados exatamente, 0
limite do erro total devido ao arredondamento na soma S = X, + X, + ... X €

|EAJ < [0- 1, # (1= 1%, 4 (0= Dy + o 23, + 3] % 5 % 1074

a)
b)

Faca n = 5 e prove que esta relagdo € verdadeira.

Analise cuidadosamente a expressao acima e verifique que, dados n nimeros, o
erro total serd menor se forem ordenados em ordem crescente antes de serem
somados.

Considere uma méquina cujo sistema de representagdo de numeros é definido por:
p=10,t=4,1=-5 e u = 5. Pede-se:

a)
b)

qual o menor ¢ o maior nimero em modulo representados nesta méquina?

como seréd representado o nimero 73.758 nesta mdquina, se for usado o arredon-
damento? E se for usado o truncamento?

se a = 42450 e b = 3 qual o resultado de a + b?

qual o resultado da soma

10

S=42450+2 3
k=1

nesta maquina?

idem para a soma:

10

§ - E 3 + 42450,
k=1

(Obviamente o resultado deveria ser o mesmo. Contudo, as operagdes devem ser
realizadas na ordem em que aparecem as parcelas, o que conduzird a resultados
distintos).
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o resultado da operagiio: wz/t pode ser obtido de varias maneiras, bastando modificar
a ordem em que os célculos sio efetuados. Para determinados valores de w, z e t, uma
seqiiéncia de célculos pode ser melhor que outra. Faga uma anédlise para o caso em
que w = 100,z=3500e t=7.

10. Escreva um programa em alguma linguagem para obter o resultado da seguinte ope-
ragao:

n
S = 10000 - ¥
k=1

para: @) n = 100000 e x =0.1;  b) n = 80000 e x = 0.125.

PROJETOS
1. PRECISAO DA MAQUINA

A precisdo da miquina € definida como sendo 0 menor nimero positivo em aritmética de ponto
flutuante €, tal que (1 + €) > 1. Este nimero depende totalmente do sistema de representacio da
maquina: base numérica, total de digitos na mantissa, da forma como sado realizadas as
operagdes e do compilador utilizado. E importante conhecermos a precisdo da mdquina porque
em vdarios algoritmos precisamos fornecer como dado de entrada um valor positivo, préximo de
zero, para ser usado em testes de comparagdo com zero.

O algoritmo a seguir estima a precisdo da méiquina:

Passo 1: A=1;
=2

Passo 2: Enquanto (s) > 1, faga:
A=A/2
s=1+A;

Passo 3: Faga Prec = 2A e imprima Prec.
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a) Teste este algoritmo escrevendo um programa usando uma linguagem conhecida.
Declare as varidveis do programa em precisdo simples e execute o programa; em
seguida, declare as varidveis em precisdo dupla e execute novamente o programa.

b) Interprete o passo 3 do algoritmo, isto é, por que a aproximagdo para Prec €
escolhida como sendo o dobro do dGltimo valor de A obtido no passo 2?

¢) Na defini¢ido de precisdo da mdquina, usamos como referéncia o nimero 1. No
algoritmo a seguir, a varidvel VAL é um dado de entrada, escolhido pelo usudrio:

Passo I: A=1;
s = VAL + A;

Passo 2: Enguanto (s) > VAL, faga:
A=AR
s=VAL + A

Passo 3: Faga Prec = 2A e imprima Prec.

c.]) Teste seu programa atribuindo para VAL os mimeros: 10, 17, 100, 184,
1000, 1575, 10000, 17893,

c.2) Para cada valor diferente para VAL, imprima o valor correspondente ob-
tido para Prec. Justifique por que Prec se altera quando VAL é modificado.

2. CALCULO DE e*

Escreva um programa em uma linguagem conhecida, para calcular e* pela série de Taylor com
n termos. O valor de x e o nimero de termos da série, n, sdo dados de entrada deste programa.
Para valores negativos de x, o programa deve calcular e* de duas formas: em uma delas o valor
de x é usado diretamente na série de Taylor e, na outra forma, o valor usado na série é y = —x,
e, em seguida, calcula-se o valor de e* através de 1/e*.

a) Teste seu programa com vérios valores de x (x préximo de zero e x distante de
zero) e, para cada valor de x, teste o cdlculo da série com vérios valores de n.
Analise os resultados obtidos.
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b) Dificuldades com o célculo do fatorial:

c)

O calculo de k! necessario na série de Taylor pode ser feito de modo a evitar
a ocorréncia de overflow. Os cilculos podem ser organizados de modo a se
evitar o “estouro” no célculo de k!; para isto € preciso analisar cuidadosamen-
te o k-ésimo termo x¥/k!, tentar misturar o cilculo do numerador e do deno-
minador e realizar divisdes intermedidrias. Estude uma maneira de realizar
esta operagao de modo a evitar que k! estoure.

Com a modificacdo do item (b), a séric de Taylor pode ser calculada com
quantos termos se queira. Qual seria um critério de parada para se interromper
o calculo da série?



CAPITULO @

ZEROS REAIS DE FUNCOES REAIS

MAKRON
Books

2.1 INTRODUCAO

Nas mais diversas dreas das ciéncias exatas ocorrem, freqlientemente, situagdes que envol-
vem a resolugdo de uma equagéo do tipo f(x) = 0.

Consideremos, por exemplo, o seguinte circuito:

Figura 2.1

A figura acima representa um dispositivo ndo linear, isto €, a fun¢do g que da a
tensao em fungdo da corrente € ndo linear. Dados E e R e supondo conhecida a caracteristica
do dispositivo v = g(i), se quisermos saber a corrente que vai fluir no circuito temos de
resolver a equacdo E — Ri — g(i) = 0 (pela lei de Kirchoff). Na prética, g(i) tem o aspecto de
um polindmio do terceiro grau.

27
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Queremos entdo resolver a equagio f(i) = E — Ri — g(i) = 0.

O objetivo deste capitulo € o estudo de métodos numeéricos para resolugio de
equagOes nao lineares como a acima.

Um nimero real § é um zero da fungao f(x) ou uma raiz da equacio f(x) = 0
se f(E) = 0.

Em alguns casos, por exemplo, de equagbes polinomiais, os valores de x que
anulam f(x) podem ser reais ou complexos. Neste capitulo, estaremos interessados somente
nos zeros reais de f(x).

Graficamente, 0s zeros reais sdo representados pelas abcissas dos pontos onde
- - _h
uma curva intercepta o €ixo ox.

09 | )|

Xy

/ &, £ \X / & BN

(a) (b)

f(x)

Xy

& N, % Eq

()

Figura 2.2



Cap. 2 Zeros reais de funcoes reais 29

Como obter raizes reais de uma equagao qualquer?

Sabemos que, para algumas equagbes, como por exemplo as equacdes polinomiais
de segundo grau, existem férmulas explicitas que ddo as raizes em fungdo dos coeficientes.
No entanto, no caso de polindmios de grau mais alto e no caso de fungdes mais compli-
cadas, ¢ praticamente impossivel se achar os zeros exatamente. Por isso, temos de nos
contentar em encontrar apenas aproximagoes para esses zeros; mas isto nao € uma limitagao
muito séria, pois, com os métodos que apresentaremos, conseguimos, a menos de limitagoes
de médquinas, encontrar os zeros de uma funcdo com qualquer precisio prefixada.

A idéia central destes métodos € partir de uma aproximagdo inicial para a raiz e
em seguida refinar essa aproximagio através de um processo iterativo,

Por isso, os métodos constam de duas fases:

FASE I: Localizagio ou isolamento das raizes, que consiste em obter um interva-
lo que contém a raiz;

FASE II: Refinamento, que consiste em, escolhidas aproximacdes iniciais no
intervalo encontrado na Fase I, melhori-las sucessivamente até se obter uma
aproximacao para a raiz dentro de uma precisio ¢ prefixada.

2.2 FASE I: ISOLAMENTO DAS RAIZES

Nesta fase € feita uma andlise tedrica e grafica da fungdo f(x). E importante ressaltar que o
sucesso da Fase II depende fortemente da precisdo desta anélise.

Na anilise tedrica usamos freqiientemente o teorema:

TEOREMA 1

Seja f(x) uma fungdo continua num intervalo [a, b].

Se f(a)f(b) < 0 entdo existe pelo menos um ponto x = § entre a e b que € zero
de f(x).
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GRAFICAMENTE

f(x) f(x)

f(x) 4

a; /‘51 E, b X

oy

Figura 2.3

Conforme vemos, a interpretagio grifica deste teorema € extremamente simples
(e uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [11]).

OBSERVACAO

Sob as hipéteses do teorema anterior, se f'(x) existir e preservar sinal em (a, b), entdo este
intervalo contém um unico zero de f(x).
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GRAFICAMENTE

f(x) |

ﬂ/x)‘

R
A

f(x) >0, VYx €[a, b] f'(x) < 0, Vx E[a, b]
Figura 2.4

Uma forma de se isolar as raizes de f(x) usando os resultados anteriores ¢ tabelar
f(x) para virios valores de x e analisar as mudangas de sinal de f(x) e o sinal da derivada
nos intervalos em que f(x) mudou de sinal.

Exempilo 1
a) f(x) =x>-9x + 3

Construindo uma tabela de valores para f(x) e considerando apenas os sinais,
temos:

Sabendo que f(x) é continua para qualquer x real e observando as variagdes de
sinal, podemos concluir que cada um dos intervalos I, = [-5, -3], I, = [0, 1] e I; = [2, 3]
contém pelo menos um zero de f(x).
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Como f(x) é polindmio de grau 3, podemos afirmar que cada intervalo contém um
unico zero de f(x); assim, localizamos todas as raizes de f(x) = 0.

b) f(x)=Vx - Se*

Temos que D(f) = R* (D(f) = dominio de f(x))

Construindo uma tabela de valores com o sinal de f(x) para determinados valores
de x temos:

X ‘ 0 1 2 3

f(x) ‘ - - + +

Analisando a tabela, vemos que f(x) admite pelo menos um zero no intervalo
(1, 2),

Para se saber se este zero € unico neste intervalo, podemos usar a observagio
anterior, isto é, analisar o sinal de f'(x):

f’(x)nﬁ+5e"‘x>0, Vs B

Assim, podemos concluir que f(x) admite um Gnico zero em todo seu dominio de
definicao e este zero estd no intervalo (1, 2).

OBSERVACAO

Se f(a)f(b) > 0 entdo podemos ter varias situagdes no intervalo [a, b], conforme mostram os
graficos:
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f(x) 4

o) 1 f(x)

a 5EN_"5 b x a §& b x

Figura 2.5

i
)
()
i
)
i
b

A andlise grafica da funcio f(x) ou da equagio f(x) = 0 é fundamental para se
obter boas aproximacdes para a raiz.

Para tanto, é suficiente utilizar um dos seguintes processos:

i)  esbogar o grifico da fungdo f(x) e localizar as abcissas dos pontos onde a
- - *
curva intercepta 0 e1Xo 0x;

if) a partir da equagdo f(x) = 0, obter a equacdo equivalente g(x) = h(x),
esbocar os grificos das fungdes g(x) e h(x) no mesmo eixo cartesiano e
localizar os pontos x onde as duas curvas se interceptam, pois neste caso

f(€) = 0 = g(§) = h(E);

iif) usar os programas que tracam gréificos de fungbes, disponiveis em algumas
calculadoras ou softwares matematicos.
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O esbogo do grifico de uma fungéo requer um estudo detalhado do comportamento
desta funcdo, que envolve basicamente os itens: dominio da fungio; pontos de descontinui-
dade; intervalos de crescimento e decrescimento; pontos de méximo e minimo; concavida-
de; pontos de inflexdo e assintotas da funcio.

Este esquema geral de andlise de fungdes e construgio de gréficos é encontrado
em [16] e [20].

Exempio 2
a) f(x) =x*-9x +3

Usando o processo (i), temos:

f(x) =x* - 9x + 3
) ¢ f'(x) =3x2 -9
f'(x) =0<ex=2V3

X f(x)
-4 =28
-3 3
-v3 13.3923
.. | ' 11
0 3
- ) | . 1 48
45[3 -2 1 [Bd 1 253 4 x Vi ~7.3923
2 =
3 | 3
El E(""49 _3)
&, €(0, 1)
E; €(2,3)

Figura 2.6
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E, usando o processo (ii): da equagdo x> — 9x + 3 = 0, podemos obter a equagio
equivalente x> = 9x — 3. Neste caso, temos g(x) = x> e h(x) = 9x — 3. Assim,

h(x)

v

£ E(4. 3
Ez‘ E(Un 1)’
Ea €2, 3)

Figura 2.7
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b) f(x)=Vx —Se*

Neste caso, ¢ mais conveniente usar o processo (ii):

Vx —5¢* =0 « Vx = 5¢* = g(x) = Vx e h(x) = 5¢~*

h (x} A

\

a(x)

EE( 2

e

1e2 3 4 X

Figura 2.8

c) f(x) = xlog(x)-1

Usando novamente o processo (ii) temos que

xlog(x)-1=0 <= log(x}=i = g(x) = log(x) ¢ h(;):i
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ph(x)

EE(2,3)

Figura 2.9

2.3 FASE Il: REFINAMENTO

Estudaremos neste item virios métodos numéricos de refinamento de raiz. A forma como se
efetua o refinamento é que diferencia os métodos. Todos eles pertencem & classe dos
métodos iterativos.

Um método iterativo consiste em uma seqiiéncia de instrucdes que sao executadas
passo a passo, algumas das quais sdo repetidas em ciclos.

A execucido de um ciclo recebe o nome de iteragdo. Cada iteragao utiliza resul-
tados das iteragbes anteriores e efetua determinados testes que permitem verificar se foi
atingido um resultado préximo o suficiente do resultado esperado.

Observamos que os métodos iterativos para obter zeros de fungdes fornecem
apenas uma aproximagao para a solugao exata.

Os métodos iterativos para refinamento da aproximacdo inicial para a raiz exata
podem ser colocados num diagrama de fluxo:
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( Inicio )

Dados iniciais

Calculos iniciais

Calcular a nova
aproximagao

Essa aproximagao
esta préxima o suficiente C‘gﬁ:g’s
da raiz exata?
Fim

Calculos intermediarios

k=k+1

Figura 2.10

2.3.1 CRITERIOS DE PARADA

Pelo diagrama de fluxo verifica-se que todos os métodos iterativos para obter zeros de
fungdo efetuam um teste do tipo:

x, estd suficientemente proximo da raiz exata?

Que tipo de teste efetuar para se verificar se x, esta suficientemente préximo da
raiz exata? Para isto € preciso entender o significado de raiz aproximada.
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Existem duas interpretagdes para raiz aproximada que nem sempre levam ao
mesmo resultado:

X € raiz aproximada com precisio € se:
i) |x-E|<e ou

i) |f(X)| <e.

Como efetuar o teste (i) se ndo conhecemos E?
Uma forma é reduzir o intervalo que contém a raiz a cada iteragao. Ao se conse-
guir um intervalo [a, b] tal que:

g Ee[a, b] entio ¥ x € [a, b], | x — E| < &. Portanto, ¥ x € [a, b] pode ser

I — tomado como X

{(x} A

Figura 2.11

Nem sempre é possivel ter as exigéncias (i) e (ii) satisfeitas simultaneamente. Os
graficos a seguir ilustram algumas possibilidades:
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f(x) ¢ em X tem-se [f(X)| <e f(x) 1 |X — E| < & mas [f(X)| >> ¢
mas [Xx —E|[>>¢

T
X |

(@)

f(x) 4
[X-E|<e

If6a] < e

(€)
Figura 2.12

Os métodos numéricos sao desenvolvidos de forma a satisfazer pelo menos um
dos critérios.

Observamos que, dependendo da ordem de grandeza dos nimeros envolvidos, €
aconselhdvel usar teste do erro relativo, como por exemplo, considerar X como aproximacao

de § se [ f(x) |

b onde L = | f(x) | para algum x escolhido numa vizinhanca de E.

Em programas computacionais, além do teste de parada usado para cada método,
deve-se ter o cuidado de estipular um niimero mdximo de iteragées para se evitar que o
programa entre em “looping” devido a erros no préprio programa ou a inadequacao do
método usado para o problema em questao.
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2.3.2 METODOS ITERATIVOS PARA SE OBTER
ZEROS REAIS DE FUNCOES

I. METODO DA BISSECCAO

Seja a funcao f(x) continua no intervalo [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.

Vamos supor, para simplificar, que o intervalo (a, b) contenha uma unica raiz da
equacgio f(x) = 0.

O objetivo deste método € reduzir a amplitude do intervalo que contém a raiz até
se atingir a precisdo requerida: (b — a) < &, usando para isto a sucessiva divisio de [a, b]
20 meio.

GRAFICAMENTE

f) 4

Figura 2.13
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As iteragOes sao realizadas da seguinte forma:

- f(ag) < 0 (€ E(ay, xg)
= 2o i) >0 = | =g
Lf{:icﬂ) > 0 b, = x,
LR f(a;) < 0] (E €(x,, by)
xl-a’lz LoJib) >0l = | a =x
f(x,) < 0 b, = b,
vb. [f@) < 0] (€ €(x,, b))
xz-aﬁz 2 Jlfb) >0l = | a;=x,
f(xy) < 0| | by=b,
Exemplo 3

Ja vimos que a fungio f(x) = xlog(x) — 1 tem um zero em (2, 3).

O método da bissecgio aplicado a esta fungdo com [2, 3] como intervalo inicial

fornece:
5 o4 f(2) = -0.3979 < 0 E €(25, 3)
Xg = =5 =25 {f(3) = 04314 > 0 = a = Xg =25
f(2.5) = -5.15x 1073 < 0 by =b, =3
f(2.5) < 0 E €25, 2.75)
x1-2'52+3 - 275 f(3) >0 = a =a =25
f(2.75) = 0.2082 > 0 b, = x; = 2.75
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ALGORITMO 1
Seja f(x) continua em [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.
1) Dados iniciais:
a) intervalo inicial [a, b]

b)  precisao €

2) Se (b - a) < &, entdo escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.

3) k=1
4) M = f(a)
5) Ii‘;=a;b

6) Se Mf(x) > 0, faga a = x. V4 para o passo 8.

N b=x

8) Se (b - a) < &, escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.
9) k =k + 1. Volte para o passo 5.

Terminado o processo, teremos um intervalo [a, b] que contém a raiz (e tal que
(b —a) < €£) e uma aproximacao X para a raiz exata.
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Exemplo 4
f(x)=x3-9x + 3 1=[0,1] g =103
Iteragao X f(x) b-a
1 5 -1.375 5
2 25 765625 25
3 375 —.322265625 125
4 3125 218017578 , 0625
5 34375 —0531311035 03125
6 328125 0822029114 015625
7 3359375 0144743919 7.8125 x 1073
8 33984375 -.0193439126 3.90625 x 1073
9 337890625 -2.43862718 x 1073 1.953125 x 1073
10 336914063 6.01691846 x 1073 9.765625 x 107

Entdo X = .337402344 em dez iteragdes. Observe que neste exemplo escolhemos
-~ _a+b,
2

ESTUDO DA CONVERGENCIA

E bastante intuitivo perceber que se f(x) é continua no intervalo [a, b] e f(a)f(b) < 0, o
método da bissecgio vai gerar uma seqiiéncia {x, } que converge para a raiz.

No entanto, a prova analitica da convergéncia requer algumas consideragoes. Su-
ponhamos que [a;, by] seja o intervalo inicial e que a raiz § seja Gnica no interior desse
intervalo. O método da bisseccio gera trés seqiiéncias:

{a}: nao-decrescente ¢ limitada superiormente por by; entao existe r € R tal
que

lim ak-r

k— =
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{bg}:  ndo-crescente e limitada inferiormente por a,, entdo existe s € R tal que

lim b, = s
k—ee

8 + by
{xg}:  por construgdo (x, = ———), temos ay < x; < by, ¥k

A amplitude de cada intervalo gerado é a metade da amplitude do intervalo ante-

rior.

by — a,

Assim, ¥ k: by — a = o

Entdio lim (b —a;) = lim

k— e ko=
Como {a.} e {b} sdo convergentes,

limb, — hma, =0 = limb, = lim a,. Entio r = s.

k—oee k—3 o0 k— oo k —oe

Seja | =r =5 o limite das duas seqiiéncias. Dado que para todo k o ponto x,
pertence ao intervalo (a,, by ), o Célculo Diferencial e Integral nos garante que

ﬁmxkzﬂ

koo

Resta provar que { &0 zero da funcao, ou seja, f(ﬂ) =)

Em cada iterag@o k temos f(a,) f(b,) < 0. Entao

0> lim f(a)f(b) = lim f(a,) lim f(b,) = f(lim a,) f(lim b,) =

k—es k—ree k— e k—oe k— oo
= f(r) f(s) = £y £1(1) = (7D

Assim, 0 = [f(1)])2 = 0 donde f(!) = 0.
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Portanto lim x, = ! e ! é zero da fungio. Das hipéteses iniciais temos que ! = E.

k—m

Concluimos, pois, que o método da bissecgdo gera uma seqiiéncia convergente
sempre que f for continua em [a, b] com f(a)f(b) < 0.

Ao leitor interessado nos resultados sobre convergéncia de seqiiéncias de reais
utilizados nesta demonstracgido recomendamos a referéncia [11].

ESTIMATIVA DO NUMERO DE ITERACOES

Dada uma precisao € € um intervalo inicial [a, b], é possivel saber, a priori, quantas
iteracoes serao efetuadas pelo método da bissecgao até que se obtenha b — a < g, usando o
Algoritmo 1.

Vimos que

_ b1 - 8.1 by-a
bk_ak 2 o 2k

Deve-se obter o valor de k tal que b, — a, < ¢, ou seja,

b, - b, -
g~ % 0~ %
Py <eg=2k> : = k log(2) > log(b,, — a,) — log(e) =

log(b, ~ a,) - log(e)
7 log(2)

Portanto se k satisfaz a relagao acima, ao final da iteragdo k teremos o intervalo

[a, b] que contém a raiz E, tal que ¥ x E[a,b] = |x-E| < b-a<e=.

Por exemplo, se desejarmos enconirar &, o zero da funcio f(x) = x log(x) — 1 que
estd no intervalo [2, 3] com precisio & = 1072, quantas iteragdes, no minimo, devemos
efetuar?

log(3 - 2) - log(107%) _ log(1) + 2log(10) 2

W log(2) log(2) = 0.3010

= 0.64=>k=7
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OBSERVAGCOES FINAIS

— conforme demonstramos, satisfeitas as hipoteses de continuidade de f(x) em
[a, b] e de troca de sinal em a e b, o método da bissecgdo gera uma seqiiéncia
comvergente, ou seja, € sempre possivel obter um intervalo que contém a raiz
da equacgio em estudo, sendo que o comprimento deste intervalo final satisfaz
a precisao requerida;

— as iteragdes ndo envolvem célculos laboriosos;

— a convergéncia ¢ muito lenta, pois se o intervalo inicial € tal que by — a5 >> ¢
e se £ for muito pequeno, o nimero de iteragdes tende a ser muito grande,
como por exemplo:

by - a5 =3
= k = 248 = k = 25,
g = 1077

O Algoritmo 1 pode incluir também o teste de parada com o médulo da fungio e
0 do niimero maximo de iteragoes.

Il. METODO DA POSICAO FALSA
Seja f(x) continua no intervalo [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.
Supor que o intervalo (a, b) contenha uma ftinica raiz da equacdo f(x) = 0.

Podemos esperar conseguir a raiz aproximada X usando as informacdes sobre os
valores de f(x) disponiveis a cada iteracao.

No casc do método da bissecgao, x € simplesmente a média aritmética entre a € b:

a+b.
2

X =
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No Exemplo 4, temos f(x) = x> — 9x + 3, [a,b] = [0, 1] e f(1) = -5 < 0 < 3 = £(0).
Como | f(0) | estd mais préximo de zero que |f(1)|, é provdvel que a raiz esteja mais
préxima de 0 que de 1 (pelo menos isto ocorre quando f(x) € linear em [a, b]).

Assim, em vez de tomar a média aritmética entre a ¢ b, 0 método da posi¢ao
falsa toma a média aritmética ponderada entre a e b com pesos | f(b) | e | f(a) |, respecti-
vamente:

. alf®)] + b|fa)| _ afb) - bf(a)
[fb)[ + [f@)| ~ f(b) - fa)

visto que f(a) e f(b) tém sinais opostos.

- - - 3 _.
Graficamente, este ponto x ¢ a intersecgdo entre 0 eixo ox e a reta r(x) que passa

por (a, f(a)) e (b, f(b)):

yn

f(x)

/1 (@)
Figura 2.14

E as iteracoes sao feitas assim:
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=
2

Figura 2.14

Exemplo 5

O método da posicio falsa aplicado a xlog(x) — 1 em [a,, by] = [2, 3], fica:
f(ay) =-0.3979< 0
f(by) =0.4314> 0

_ af(b) - bf(a) _ 2 x 0.4314 - 3 x (-0.3979) _ 2.0565
= f(b) - f(a) 0.4314 - (-0.3979) 0.8293

= 2.4798

f(x,) = —0.0219 < 0. Como f(a,) e f(x,) t¢ém o mesmo sinal,
a; = X, = 2.4798 f(al) <0

b, = 3 f(b,) > 0

. 24798 x 0.4314 - 3 x (=0.0219)
1 0.4314 - (-0.0219)

= 25049 e
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f(x,) = —=0.0011. Analogamente,

a, = X = 2.5049
b, =b, =3

ALGORITMO 2

Seja f(x) continua em [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.

1)

2)

3)
4)

5)

6)
7)
8)
9)
10)

Dados iniciais
a) intervalo inicial [a, b]

b) precisoes g, € g,

Se (b — a) < g,, entdo escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.

se |f(a)] < e,
escolha a ou b como X. FIM.
ou se |f(b) | < &,

k=1
M = f(a)
af(b) - bf(a)
" f(b) - f(a)

Se | f(x) | < €,, escolha X = x. FIM.

Se Mf(x) > 0, faga a = x. V4 para o passo 9.

b=x

Se b — a < g, entao escolha para X qualquer x € (a, b). FIM.

k =k + 1. Volte ao passo 5.



Cap. 2 Zeros reais de fungoes reais 51

Exemplo 6
f(x)=x*-9x+3 I1=[0,1] & =g, =5x 107

Aplicando o método da posicédo falsa, temos:

Iteragao X f(x) b-a
1 375 ~.322265625 1
2 338624339 -8.79019964 x 107 | 375
3 337635046 —2.25883909 x 104 | 338624339

E portanto % = 0.337635046 e f(X) = —2.25 x 1074,

CONVERGENCIA

Na referéncia [30] encontramos demonstrado o seguinte resultado:

“Se f(x) é continua no intervalo [a, b] com f(a)f(b) < 0 entdo o método da posicio
falsa gera uma seqiiéncia convergente”.

Embora ndo facamos aqui a demonstragdo, observamos que a idéia usada € a
mesma aplicada na demonstracao da convergéncia do método da bissecgao, ou seja, usando
as seqiiéncias {a,}, {x.} € {b,}. Observamos, ainda, que quando f € derivavel duas vezes
em [a, b] e f""(x) ndao muda de sinal nesse intervalo, é bastante intuitivo verificar a conver-
géncia graficamente:
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f(x) 4 f(x) 4

f(a) > 0

f*(x)>0 = b & ponto fixo
f(b) > 0

(x) > 0:[ = a é ponto fixo

=¥

f(x) 4 f(x) 4 f“(x)<0| = bé ponto fixo
flb) <0

f(x) <0 = a é ponto fixo
f(a) <0

Figura 2.15

Em todos os casos da figura anterior os elementos da seqiiéncia {x, } se encontram na
parte do intervalo que fica entre a raiz e o extremo ndo-fixo do intervalo e lim x, = &
k— o0
Analisando ainda estes gréaficos, podemos concluir que em geral o método da posi¢io

falsa obtém como raiz aproximada um ponto X, no qual | f(X) | < g, sem que o intervalo [ = [a,
b] seja pequeno o suficiente. Portanto, se for exigido que os dois critérios de parada sejam
satisfeitos simultaneamente, o processo pode exceder um nimero maximo de iteragdes.
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ll. METODO DO PONTO FIXO (MPF)

A importdncia deste método estd mais nos conceitos que sdo introduzidos em seu estudo
que em sua eficiéncia computacional.

Seja f(x) uma funcdo continua em [a, b], intervalo que contém uma raiz da equa-
cao f(x) = 0.

O MPF consiste em transformar esta equagao em uma equacdo equivalente
X = @(x) e a partir de uma aproximacao inicial x; gerar a seqiiéncia {x,} de aproximacoes
para E pela relacao x,,, = @(x,), pois a fungdo @(x) € tal que f(§) = 0 se e somente
se @(E) = E. Transformamos assim o problema de encontrar um zero de f(x) no problema de
encontrar um ponto fixo de @(x).

Uma funcio @(x) que satisfaz a condicdo acima é chamada de funcdo de iteracdo
para a equacao f(x) = 0.

Exemplo 7
Para a equacdo x> + x — 6 = ( temos vérias fungdes de iteragdo, entre as quais:

a) @x)=6- X%
b) @y(x) =xV6 - x;

) e =7 - L

6 ®
x + 1

d) @ux)=

A forma geral das fungoes de iteracdo (x) € @(x) = x + A(x)f(x), com a condi¢ao
que em &, ponto fixo de @(x), se tenha A(E) = 0.

Mostremos que f(€) = 0 < p(E) = E.
(=) seja § tal que £(§) = 0.

P(E) = E + AE)(E) = 9(€) = E (porque f(€) = 0).
(=) se @8) =E = E + AG)(E) = & = ABM(E) = 0= f(§) = 0 (porque A(E) = 0).



54 Cdlculo Numérico  Cap. 2

Com isto vemos que, dada uma equagdo f(x) = 0, existem infinitas funcdes de
iteragdo (x) para a equacao f(x) = 0.

Graficamente, uma raiz da equagdo x = @(x) € a abcissa do ponto de intersecgao
daretay = x e da curva y = @(x):

g X X4 Xg X

{%,} = Equando k — =
(@)

P(x) |
Y:
Xy X3& X Xo X
(b) {x} — Equando k — =
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Ex % X x
e
@ Pt~ €
h y=X
P(x)
X KiEX % X

Figura 2.16
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Portanto, para certas ¢(x), o processo pode gerar uma seqiiéncia que diverge de E.

ESTUDO DA CONVERGENCIA DO MPF
Vimos que, dada uma equagao f(x) = 0, existe mais de uma fungido @(x), tal que f(x) =0 <
x = @(x).

De acordo com os graficos da Figura 2.16, nao € para qualquer escolha de ¢(x)
que o processo recursivo definido por x, , = @(x,) gera uma seqiiéncia que converge para E.

Exemplo 8

Embora ndo seja preciso usar método numérico para se encontrar as duas raizes reais
E; =-3 ¢ §, = 2 da equagio x* + x — 6 = 0, vamos trabalhar com duas das funcdes de
iteracdo dadas no Exemplo 7 para demonstrar numérica e graficamente a convergéncia ou
nao do processo iterativo.

Consideremos primeiramente a raiz &, = 2 e @y(x) = 6 - x?. Tomando Xp = 1.5
temos @(x) = @,(x) e

X; = Q(x)) =6-152=3.75

X, = @(x,) = 6 — (3.75)* = - 8.0625
X; = @(x,) = 6 — (-8.0625)% = -59.003906
Xs = Q(x;) = ~(-59.003906)% + 6 = —3475.4609

e podemos ver que {x, } ndo estd convergindo para g, =2
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GRAFICAMENTE

Xo52

_.,..-__..-———4&
JTr
-

Y

Figura 2.17

\ @(x)

Seja agora E, = 2, ¢,(x) = V6 - X ¢ novamente X, = 1.5. Temos, assim,

P(x) = @y(x) ¢

X, = @(xy) = v6 - 1.5 =2.12132
X, = @(x,) = 1.96944
X5 = @(x,) = 2.00763
X, = @(x,) = 1.99809
Xs = @(x,) = 2.00048

e podemos ver que {x,} estd convergindo para §, = 2.
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GRAFICAMENTE

i y=X

.

Y

Figura 2.18

O teorema a seguir nos fornece condigdes suficientes para que o processo seja
convergente.

TEOREMA 2

Seja § uma raiz da equacao f(x) = 0, isolada num intervalo I centrado em E.

Seja @(x) uma funcgao de iteragao para a equagao f(x) = 0.
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Se
i)  ©(x)e ¢’(x) sdo continuas em I,
i lx)I=M< 1, ¥xele

iii) xg€ L,

entdo a seqiiéncia {x, } gerada pelo processo iterativo X, ; = @¢(x;) converge para E.

DEMONSTRACAO
A demonstragdo deste teorema € feita em duas partes:

1) prova-se que se X, € L, entdo x; € I, ¥k

2) prova-se que lim x; = &.
koo

1) & é uma raiz exata da equagdo f(x) = 0.
Assim, f(E) =0 <= & = (&) e,

para qualquer k, temos: x; ; = @(x)
=%, - &= 0(x) — &) (1)

Agora, @(x) é continua e diferencidvel em I, entdo, pelo Teorema do Valor Médio, se
x, € I, existe ¢, entre x; e  tal que

QJ'(CR)(XK—{:J = ﬂ}(xk) = fP(E_,)
Portanto, temos
Xy — &= 0(x) — @) = ¢'(c Xx, - &), ¥V k.

Assim, x, ;- & = 0'(c )(x - &) (2)
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Entao, ¥ k,

|Xk+| -E| = |¢"{°k” ka - E| < |xk— g|
<1

ou seja, a distincia entre x,, e § € estritamente menor que a distincia entre x, € E e, como
I estd centrado em E, temos que se x, €, entdo x, , €L

Por hipétese, x, € I, entdo x EL ¥k

2) Provar que lim x, =&

k—-w

De (1), segue que:

| % —Bl =] o) - 0@ | =|@'(cy) | [%5—E = M|x,-E]

=M (c, estd entre x, € E)
| %, -8 = o) -9@) | =lo'(c)| |x,-E| <M|x -E| = M?|x,-E]|
=M (c, estd entre x, ¢ E)

|%—8l= ok )-9®|=l9'(c,_) | %, ~E| <M |x-E| < .. < M¥|x,-§|

— e -

=M (c, esta entre x, ¢ E)

Entdo, 0 < lim | x, -&| < lim M*|x,—E|= Opois0<M< 1.

k— k—= o

Assim, lim |x, —§|=0= lim x, = &
k—=®= k—=o

Exemplo 9

No Exemplo 8, verificamos que ¢;(x) gera uma seqiiéncia divergente de &, = 2 enquanto
@,(x) gera uma seqiiéncia convergente para esta raiz.
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A seguir, analisaremos as condigdes do Teorema 2 para estas fungoes:
a) @(x)=6-x* e @j(x)=-2x

@;(x) e @j(x) séo continuas em IR.

ey |<le|2x|<le —% <X < % Entdo, ndo existe um intervalo I centrado

em &, = 2, tal que |@j(x)| < 1, ¥ x € L Portanto, ,(x) ndo satisfaz a condigao (i) do
Teorema 2 com relacdo a E, = 2. Esta € a justificativa tedrica da divergéncia da seqiiéncia
{x,} gerada por @,(x) para x, = L.5.

—— , -1
b) q’)Z(x)_ 6 - X € CF'Z{K) - 2\’6——){
p,(x) é continuaem S = {x ER | x < 6} (3)
@5 (x) € continua em S'={x€ER [ x < 6} (4)

Icpi(x}l <] e Iz—h‘ <1 » x< 575

De (3) e (4) temos que € possivel obter um intervalo I centrado em &, = 2 tal que
as condigoes do Teorema 2 sejam satisfeitas.

Exemplo 10
Analisaremos aqui a fungio @,(x) = E; —1 e a convergéncia da seqiiéncia {x, } para §, =-3;
usando x, = —2.5:

q;'(x}-?e.(], ¥Y¥xER, x»ni

; -6 6
|cp(x}|-|;|-; ¥xER, x=0

|¢'(x)|<1%__g‘ﬂlﬁxzrﬂ-ﬁ#x-:—\/goux:ﬁ
X
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Assim, como o objetivo € obter a raiz negativa, temos que
I, tal que |@'(x)| < 1, ¥ x €1, serd: I, = (—; V6).
(V6 =~ 2.4494897)

Podemos, pois, trabalhar no intervalo I = [-3.5, —2.5] que o processo convergira,
visto que I C I, estd centrado na raiz §; = -3.

Tomando Xg = -2.5, temos:

x, =34

X, = —2.764706
X, = =3.170213
X, = -2.892617

Como a raiz §; = -3 € conhecida, € possivel escolher um intervalo I centrado em
&,» tal que em I as condicdes do teorema sdo satisfeitas. Contudo, ao se aplicar o MPF na
resolugao de uma equagao f(x) = 0, escolhe-se I “aproximadamente” centrado em E. Quanto
mais preciso for o processo de isolamento de €, maior exatidao serd obtida na escolha de L.

CRITERIOS DE PARADA
No algoritmo do método do ponto fixo, escolhe-se x, como raiz aproximada de § se
%, —x | =lo(x_,) —%_; | <eouse|f(x,)] <e.

Devemos observar que | Xe = Xg 4 | < € nao implica necessariamente que
| x, —E| <& conforme mostra a Figura 2.19:
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@(x)
y=X
X — Xpeq| < €
a
: [ — E| >> €
e M X
Figura 2.19

Contudo, se @'(x) < 0 em I (intervalo centrado em E), a seqiiéncia {x_} serd
oscilante em torno de £ e, neste caso, se |x, — X, ,| <& =|x, —&|<¢e, pois|x, -E|<

p(x)

Xy = Xieq| < €

% —E|l<e

- =

Xic1EXy X o X

Figura 2.20
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ALGORITMO 3
Considere a equacdo f(x) = 0 e a equagao equivalente x = @(x).
Supor que as hipéteses do Teorema 2 estido satisfeitas.
1) Dados iniciais:
a) X, aproximacao inicial;

b) &, e g, precisdes.

2) Se|f(xy) | < €y, faga X = x,. FIM.
3) k=1
4) %, = 9(x)

5) Se |f(x1}| < g
entdo faga X = x;. FIM.
ou se |x; - x4| < ¢,

6) Xy =1x

7 k=k+1
Volte ao passo 4.

Exemplo 11
51
f(x) = x3 — 9x + 3; tp(x)=%+-§; X, =05 ¢ =¢e,=5x10% EE(0,1)
Iteracao | X f(x)
1 3472222 —0.8313799 x 10!
2 3379847 —0.3253222 x 1072
3 3376233 ~0.1239777 x 1073

assim, X = 0.3376233 e f(X) = - 0.12 x 1073
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3

Deixamos como exercicio a verificagdo de que @(x) = % - % satisfaz as hipéte-

ses do Teorema 2 considerando a raiz de f(x) = 0 que se encontra no intervalo (0,1).

ORDEM DE CONVERGENCIA DO METODO DO PONTO FIXO

Definiciio: “Seja {x,} uma seqiiéncia que converge para um niimero § € seja €, = x; —§ 0 erro
na iteragdo k.

Se existir um nimero p > 1 € uma constante C > 0, tais que

lim || - 5)
k— |ek[|’

entdo p € chamada de ordem de convergéncia da seqiiéncia {x,} e C € a constante assinto-
tica de erro.

Se lim Xl C, 0 = |C]| < 1, entdo a convergéncia ¢ pelo menos linear.”

k—>

Uma vez obtida a ordem de convergéncia p de um método iterativo, ela nos da
uma informagio sobre a rapidez de convergéncia do processo, pois de (5) podemos escrever
a seguinte relagao:

ley.q | = Cle|P para k — oo

Considerando que a seqiiéncia {x, } € convergente, temos que ¢, — 0 quando
k — oo, portanto quanto maior for p, mais préximo de zero estara o valor C| e, [P (indepen-
dentemente do valor de C), o que implica uma convergéncia mais rapida da seqiiéncia {x,}.

Assim, se dois processos iterativos geram seqiiéncias {xi} e {xﬁ}, ambas convergentes para
g, com ordem de convergéncia p, € p,, respectivamente, e se p; > p, = 1, 0 processo que
gera a seqiiéncia {xllt} converge mais rapidamente que o outro.

A seguir, provaremos que o MPF, em geral, tem convergéncia apenas linear. Da
demonstracao do Teorema 2 temos a relagio:
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Xgs1 — E= ‘P{xg) - @E) = "P'(Ck) (Ik - E) com C, entre x, € E

xk‘!‘l-E ]
=_—Kk-§ = ¢'(c).

Tomando o limite quando k — =«

. Xguq - & " ' (g ’
lim = lim ¢ (Ck} = ¢ (lim (ck)) = @'(E).
k=@ Xk = 2 k—»o k —» oo
Portanto, lim 5.3 W @'(E) = Ce |C| < 1 pois @'(x) satisfaz as hipéteses do
k— o
Teorema 2.

A relagao acima afirma que para grandes valores de k o erro em qualquer iteragiao
¢ proporcional ao erro na iteragao anterior, sendo que o fator de proporcionalidade € @'(E).
Observamos que a convergéncia serd mais rdpida quanto menor for | ¢ (E)| .

IV. METODO DE NEWTON-RAPHSON

No estudo do método do ponto fixo, vimos que:

i) uma das condigbes de convergéncia é que |@'(x)| = M < 1, ¥ x €1, onde
I € um intervalo centrado na raiz;

ii) a convergéncia do método sera mais rapida quanto menor for | @'(E) |.

O que o método de Newton faz, na tentativa de garantir e acelerar a convergéncia
do MPF, € escolher para fungio de iteragio a funcdo (x) tal que @'(E) = 0.

Entao, dada a equagao f(x) = 0 e partindo da forma geral para @(x), queremos
obter a funcao A(x) tal que @'(E) = 0.

P(x) = x + A(x)f(x) =
= @'(x) = 1 + A'(0)f(x) + A(X)f'(x)

= @'(§) =1+ A'E)E) + AB)'(E) = ¢'(E) = 1 + AGI'(E).
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Assim, ¢'(E) =0« 1+ A(E)'(E) = 0= A(E) =ﬁ% , donde tomamos A(x) =#i).

f(x)

Entao, dada f(x), a fungao de iteragdo @(x) = x — £'(x)

serd tal que @'(E) = 0, pois

como podemos verificar:

CFRP - (0 ) _ ) £7(x)

vi-1 [£'(x) I [£(x) P
e, como f(E) = 0, @'(E) = 0 (desde que f'(E) = 0).

Assim, escolhido x, a seqiiéncia {x, } serd determinada por X, = X, — ff,(;k)) 2
=t 1. 2., . '
MOTIVACAO GEOMETRICA

O método de Newton ¢ obtido geometricamente da seguinte forma:

dado o ponto (%, f(x,)) tracamos a reta L, (x) tangente a curva neste ponto:
L (x) = f(x,) + f'(x)) (x — %)

L, (x) € um modelo linear que aproxima a fungdo f(x) numa vizinhanga de x,.

Encontrando o zero deste modelo, obtemos:

f(x,)
Lk(x)=0¢#x=xk—m

Fazemos entao Xi41 = X
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GRAFICAMENTE

fx) |

Figura 2.21

Exemplo 12

Consideremos f(x) = x> + x —6,E,=2e xy= 1.5

_f(x) _ _x2+x—6
PE) =X - ay = X 2x + 1

Temos, pois,

Xg = 1.5

X; = @(xy) = 2.0625
X, = @(x,) = 2.00076
X3 = @(x,) = 2.00000.
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Assim, trabalhando com cinco casas decimais, X = x, = E. Observamos que no
MPF com ¢(x) = V6 - x (Exemplo 8) obtivemos x5 = 2.00048 com cinco casas decimais.

ESTUDO DA CONVERGENCIA DO METODO DE NEWTON

TEOREMA 3

Sejam f(x), f'(x) e f”(x) continuas num intervalo I que contém a raiz x = E de f(x) = 0.
Supor que f'(E) = 0.
Entio, existe um intervalo I C I, contendo a raiz &, tal que se x, € I, a seqiiéncia
f(x)

{x,} gerada pela férmula recursiva x, | = X, — E‘—; convergira para a raiz.
k

DEMONSTRACAO

Vimos que o método de Newton-Raphson é um MPF com funcgao de iteragdo g(x) dada por

PR =% - oo

Portanto, para provar a convergéncia do método, basta verificar que, sob as hipé-
teses acima, as hipéteses do Teorema 2 estdo satisfeitas para @(x).

Ou seja, é preciso provar que existe I C I centrado em &, tal que:
i) @(x) e @'(x) sdo continuas em I;

i) lp'x)|=sM<1,¥x€EL

Temos que
o XS] ey o Hx)£7(x)
W =Xt ° 9" pwp

Por hipétese, f'(E) = 0 e, como f'(x) € continua em I, € possivel obter I, C I tal
que f'(x) =0, ¥ x E1,.

Assim, no intervalo I, C I, tem-se que f(x), f'(x) e f”(x) sao continuas e f'(x) = 0.
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Portanto, @(x) e @(x) séo continuas em I,.
f(x) f”(x)

(f'x) 1
escolher I, c I, tal que | "(x) | < 1, ¥ x € I, e, ainda mais, I, pode ser escolhido de forma
que & seja seu centro.

Agora, @'(x) = Como @’(x) é continua em I, e ¢"(§) = 0, é possivel

Concluindo, conseguimos obter um intervalo I, c I, centrado em &, tal que @(x) e

®’(x) sejam continuas em I e | @’(x) | < 1, ¥ x € 1. Assim, I =1,

Portanto, se x; € I, a seqiiéncia {x,} gerada pelo processo iterativo x,,, =
f(xk}
f'(x,)

Xy — converge para a raiz .

Em geral, afirma-se que o método de Newton converge desde que x, seja esco-
lhido “suficientemente préximo™ da raiz &.

A razdo desta afirmacdo est4 na demonstracdo acima, onde se verificou que, para
pontos suficientemente préximos de &, as hip6teses do teorema da convergéncia do MPF
estdo satisfeitas.

Exemplo 13

Comprovaremos neste exemplo que uma escolha cuidadosa da aproximacéo inicial é, em
geral, essencial para o bom desempenho do método de Newton.

Consideremos a fungio f(x) = x> —9x + 3 que possui trés zeros: ﬁl el =(-4,-3)
E,e L=(0,1)e&; e I, =(2 3) e seja x, = 1.5. A seqiiéncia gerada pelo método é

Iterag@o X f(x)

1 -1.6666667 0.1337037 x 102
2 18.3888889 0.6055725 x 104
3 12.3660104 0.1782694 x 10°
4 8.4023067 0.5205716 x 103
5 5.83533816 j 0.1491821 x 103
6 4.23387355 | 0.4079022 x 102
7 3.32291096 0.9784511 x 10
8 2.91733893 0.1573032 % 10
9 2.82219167 0.7837065 x 107!
10 2.81692988 0.2342695 x 1073
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Podemos observar que de inicio hd uma divergéncia da regido onde estdo as
raizes, mas, a partir de x,, os valores aproximam-se cada vez mais de &;. A causa da
divergéncia inicial € que x, estd proximo de V3 que é um zero de f'(x) e esta aproxi-
magdo inicial gera x, = —1.66667 ~ —V3 que ¢ o outro zero de f'(x) pois

f'(x) =3x2-9 = f'(x) = 0 <> x = V3.

ALGORITMO 4
Seja a equacdo f(x) = 0.
Supor que estdo satisfeitas as hipoteses do Teorema 3.
1) Dados iniciais:
@) X, aproximagao inicial;

b) &, e &, precisoes
2) Se|f(xy)| <€, fagaX =x; FIM.
3) k=1

(x,)
 f'(xg)

5) Se |f(x))] < g
faca X = x,. FIM.
ou se |x, - x| < &
6) X5=1x%,

7 k=k+1
Volte ao passo 4.
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Exemplio 14
f(x) = x> - 9x + 3; =05 ¢=e=1x10% E€(@1)

Os resultados obtidos ao aplicar o método de Newton sao:

Iteracio X f(x)
0 0.5 -0.1375 x 10
1 333333333 0.3703703 x 10!
2 337606838 | 0.1834054 x 10~

Assim, X = 0.337606838 ¢ f(X) = 1.8 x 107°.

ORDEM DE CONVERGENCIA
Inicialmente supomos que o método de Newton gera uma seqiiéncia {x,} que converge
para E.

Ao observa-lo como um MPF, dirfamos que ele tem ordem de convergéncia linear.
Contudo, o fato de sua funcao de iteragao ser tal que ¢'(£) = 0 nos levard a demonstrar que
a ordem de convergéncia € quadritica, ou seja, p = 2.

Vamos supor que estao satisfeitas aqui todas as hipoteses do Teorema 3.

f(xk}

7 Fixy)

Temos que x, . | =

V. .Y
et N m g T T f'(x,) % £'(x,) X+1°
O desenvolvimento de Taylor de f(x) em torno de x, nos dé

£'(c,)
f(x) = f(x,) + f'(x) (x - x) + 5 (x- x ) c enirexex,.
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: ; £"(c,) 2
Assim, 0 = f(€) = f(x) —f'(x) (g ~E) + 5 (%~ &)

Fr

(c,)
= 101, = Fxy) (%, B) - — % (5~ EF (+ £ ()

- f"(c,) oy f(x,) ———
2f'(x,) £(x,) k+ ]

Ck+1 1 f”(ck}

2 2 fix)

ek+1

f!’f Ij
[k4mw(Ck)] . 1 f”{E) L 1 ”(E) . C
f[lim (x)] 2 &) ~ 27

k— o

1
2
Portanto, 0 método de Newton tem convergéncia quadratica.

Exempilo 15

Seja obter a raiz quadrada de um nimero positivo A, usando o método de Newton. Temos
de resolver a equacdo f(x) = x>~ A= 0. Tomando A= 7 ¢ X, = 2, a seqiiéncia gerada ¢:

Xy = A

X, =2.75

X, = 2.647727273
Xy = 2.645752048
X, = 2.645751311
Xs = 2.645751311 .

Portanto, trabalhando com nove casas decimais, X = 2.645751311.

Os digitos sublinhados sio os digitos decimais corretos de cada valor x, obtido.
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Podemos observar que estes digitos corretos comecam a surgir apos X, €, a partir
dele, a quantidade de digitos corretos praticamente duplica. A duplicacao de digitos corretos
ocorre & medida que os valores x, se aproximam da raiz exata, e isto se deve ao fato do
método de Newton ter convergéncia quadrética; como esta € uma propriedade assintotica,
nao se deve esperar a duplicagao de digitos corretos nas iteracoes iniciais.

V. METODO DA SECANTE

Uma grande desvantagem do método de Newton € a necessidade de se obter f'(x) e calcular
seu valor numeérico a cada iteracao.

Uma forma de se contornar este problema € substituir a derivada f'(x,) pelo
quociente das diferencas:

f(xk) = f(xk_l)

Ky — Xp_3

F'(x) =

onde x, e x; ; sd0 duas aproximagOes para a raiz.
Neste caso, a fungdo de iteracao fica

ﬂ:xk)
Plxy) = x - fx,) - f(x,_,) =

X = %1

f(xk)

%7 W) - flg_p) kT k-

X -1 fx) — % f(x )
f(xk) . f()[k - 1)

Ou ainda, @(x,) =

Observamos que sao necessarias duas aproximagoes para se iniciar o método.

INTERPRETACAO GEOMETRICA

A partir de duas aproximagoes X, _; € X,, 0 ponto X, ; € obtido como sendo a abcissa do
: = -
ponto de intersecgdo do eixo ox e da reta secante que passa por (x,_;, f(x,_ ;) € (x, f(x)):
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f(x) J

Figura 2.22

Exemplo 16

Consideremos f(x) = x* + x — 6; E, = 2; x5 = 1.5 e x; = 1.7. Entéo,

Xof(x)) - x,f(xp)  1.5(-1.41) - 1.7(-2.25)
f(x,) - f(x,) 141 + 225

X, = = 2.03571

xf(xy) - x,f(x;)  17(0.17983) - (2.03571)(-1.41)

fx,) - fx) 0.17983 + 1.41 b il

X3m

" %f(x) — x5f0x)  (2.03571)(-0.01131) - (1.99774)(0.17983) _
47 T f(xq) - f(x,) —0.01131 - 0.17983

= 1.99999
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ALGORITMO 5
Seja a equacgdo f(x) = 0.
1) Dados iniciais:
a) X, € X;: aproximagoes iniciais;

b) &, e g,: precisoes.
2) Se|f(xg)| < ey, faga X = x;. FIM.

3) Se |f(x))]| < €
faca X = x;. FIM.
ou se |x; - X3 < &,

4) k=1

5) x,=x '—f(il)— (x )
2~ =1 f(xlj_f(x{)) 1~ %p
6) Se |f(x,)]| < g
entdo faga X = x,. FIM.
ou se X, - X;| < &

7 x5=Xx,
X; = X,
8) k=k+1

Volte ao passo 5.

Exemplo 17

f(x) = x> - 9x +3, x=0 x;,=1 g =g =5x10"
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Os resultados obtidos ao aplicarmos o método da secante sao:

Iteracao X f(x)
1 375 —-.322265625
2 | 331941545 0491011376
3 337634621 —0.2222052 x 1073

Assim, X = 0.337634621 e f(X) = -2.2 x 10~*

COMENTARIOS FINAIS

Visto que o método da secante € uma aproximacao para 0 método de Newton, as condicoes
para a convergéncia do método sdo praticamente as mesmas; acrescente-se ainda que o
método pode divergir se f(x,) =~ f(x,_,).

A ordem de convergéncia do método da secante ndo é quadritica como a do
método de Newton, mas também ndo é apenas linear. Na referéncia [5] Capitulo 3, § 5, estd
provado que para o método da secante p = 1.618...

2.4 COMPARAGAO ENTRE OS METODOS

Finalizando este capitulo realizaremos alguns testes com o objetivo de comparar os vérios
métodos.

Esta comparacdo deve levar em conta varios critérios entre 0s quais: garantias de
convergéncia, rapidez de convergéncia, esfor¢o computacional.

Observamos que o tnico dado que os exemplos fornecem para se medir a rapidez
de convergéncia € o nimero de iteracOes efetuadas, o que nao nos permite tirar conclusoes
sobre o tempo de execugdo do programa, pois 0 tempo gasto na execucao de uma iteracao
varia de método para método.
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Conforme constatamos no estudo tedrico, os métodos da bisseccdo e da posicao
falsa tém convergéncia garantida desde que a func@o seja continua num intervalo [a, b] tal
que f(a)f(b) < 0. Ja o MPF e os métodos de Newton e secante tém condigdes mais restritivas
de convergéncia. Porém, uma vez que as condicoes de convergéncia sejam satisfeitas, os
dois dltimos sdo mais ripidos que os trés primeiros.

O esforgo computacional é medido através do nimero de operagoes efetuadas a
cada iteragdo, da complexidade destas operacoes, do niimero de decisdes logicas, do nime-
ro de avaliagées de funciio a cada iteracdo e do nimero total de iteraghes.

Tendo isto em mente, percebe-se que € dificil tirar conclusdes gerais sobre a
eficiéncia computacional de um método, pois, por exemplo, o método da bisseccio € o que
efetua célculos mais simples por iteragao enquanto que o de Newton requer calculos mais
elaborados, porque requer o cilculo da funcio e de sua derivada a cada iteragdo. No
entanto, o nimero de iteracdes efetuadas pela bissecgdo pode ser muito maior que 0 nimero
de iteragoes efetuadas por Newton.

Considerando que o método ideal seria aquele em que a convergéncia estivesse
assegurada, a ordem de convergéncia fosse alta e os cilculos por iteragdo fossem simples, 0
método de Newton € o mais indicado sempre que for facil verificar as condigdes de conver-
géncia e que o cilculo de f'(x) ndo seja muito elaborado. Nos casos em que € trabalhoso
obter e/ou avaliar f'(x), é aconselhdvel usar o método da secante, uma vez que este € o
método que converge mais rapidamente entre as outras opgdes.

Outro detalhe importante na escolha € o critério de parada, pois, por exemplo, se
o objetivo for reduzir o intervalo que contém a raiz, ndo s¢ deve usar métodos como o da
posicdo falsa que, apesar de trabalhar com intervalo, pode nao atingir a precisao requerida,
nem secante, MPF ou Newton que trabalham exclusivamente com aproximagées x, para a
raiz exata.

Ap6és estas consideragdes, podemos concluir que a escolha do método estd direta-
mente relacionada com a equagdo que se quer resolver, no que diz respeito ao comporta-
mento da funcdo na regido da raiz exata, as dificuldades com o calculo de f'(x), ao critério
de parada efc.



Cap. 2 Zeros reais de fungoes reais 79
Exemplo 18
2
f(x) = e™ - cos(x); EE(,2); g =¢g,= 104
I Posi MPF
Bisseccio osigse 2 Newton Secante
Falsa @(x) = cos(x)—e™* +x
Dados
e [, 2] I, 2] xg = 1.5 X =15 Xg=1; X, =2
X 1.44741821 1.44735707 1.44752471 1.44741635 1.44741345
(%) 21921 x 107> | —3.6387 x 107> 70258 x 1070 13205 x 10°% | -5.2395 x 1077
Erroemx | 6.1035 x 107 552885221 1.9319 x 1074 1.7072 % 1073 | 1.8553 x 1074
Mfimcon de 14 6 6 2 5
lTteracoes
Exemplo 19
. | . g T
fix)=x*-x-1; EE€(L2; e =e=10°
Bissecga Posicio Falsa WEx Newt Secant
(01} ecanic
: e o(x) = (x+ D3
Dados Iniciais [1, 2] [L 2] xg=1 x5 =10 =0, x;, =05
X 0.1324718 x 10} | 0.1324718 x 10! | 0.1324717 x 10" | 0.1324718 x 10 | 0.1324718 x 10"
(%) ~0.1847744 x 107 | -0.7897615 x 1075 | 052154406 » 1075 | 0.1821000 x 107 | -0.8940697 x 1077
Emoemx | 0.9536743 x 107 0.6752825 0.3599538 x 1070 | 0.6299186 x 107° | 0.8998843 x 107>
Niimero de
20 17 9 21 27
Iteragtes

No método de Newton, o valor inicial x; = 0, além de estar muito distante da raiz
E(=1.3), gera para x, o valor x, = 0.5 que estd proximo de um zero da derivada de f(x);
f'(x) = 3x> - 1= f'(x) =0 « x = V3 /3 =~ 0.5773502. Isto é uma justificativa para o
método ter efetuado 21 iteracgdes.

Argumentos semelhantes podem ser usados para justificar as 27 iteragdes do
método da secante.



80 Célculo Numérico  Cap. 2

Exemplo 20

f(x) = 4sen(x) — €5,  EE (0, 1); ¢, =g = 107

. . MPF
Bisseccio Posicio Falsa ol el + B Newton Secante
Dados Iniciais [0, 1] [0, 1] xg = 0.5 X = 0.5 Xp=0 x; =1
X 0.370555878 | 0.370558828 370556114 370558084 370558098
(%) ~1.3755 x 105 | 1.6695 x 107° -4.5191 x 107 -2.7632 x 1078 | 5.8100 x 107
Erro em x 7.6294 x 107 | 370562817 1.1528 x 1074 +1.3863 x 1074 | 5.7404 x 107
Nimero de
o 17 8 5 3 7
Exemplo 21

f(x) =xlog(x)-1; EE(2,3); € =¢,= 1077

: . MPF
Bissecgio Posi¢io Falsa @)= 2-1.3(x og x - 1) Newton Secante
Dados Iniciais [2, 3] [2, 3] Xg = 2.5 Xg =25 X =23 x,=27
X 2.506184413 | 2.50618403 2.50618417 2.50618415 250618418
(%) 1.2573 x 1078 | 9.9419 x 1078 2.0489 x 1078 46566 x 10710 | 29337 x 1078

Brroemx | 5.9605x 10 | 49381442 3.8426 x 1078 39879 x 107 | 8.0561 x 107°

Nimero de ‘

e 24 5 5 |L 2 | 3

Exemplo 22

Métodos mais simples como o da bissecgio podem ser usados para fornecer uma aproxi-
magéo inicial para métodos mais elaborados como o de Newton que exigem um bom “chute
inicial”,

Consideremos f(x) = x> - 3.5x% + 4x — 1.5 = (x =1)? (x - 1.5).

Como vemos, §, = 1 € raiz dupla de f(x) = 0.
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Nos testes a seguir, & = 10~2 para o método da bissecgdo e € = 1077 para o método

de Newton.

Nos testes 1, 2 e 3, executamos apenas o método de Newton. No teste 4, usamos
o método conjugado bissecgido-Newton no qual o valor que o método da bissec¢io encontra
para X ¢ tomado como X, para o método de Newton.

Teste 1 Teste 2 Teste 3 |
Xg 0.5 1.33333 1.33334
X 999778284 999708915 1.50000001
(%) ~2.4214 x 1078 ~4.1910 x 108 1.3970 x 1078
erro em x 2.2491 x 1074 2.9079 x 104 3.5082 x 1073
n? de iteragoes 12 35 27

Observamos que nos testes 1 e 2 a raiz encontrada foi a raiz dupla §; = 1. Era de
se esperar que o nimero de iteragbes fosse grande, pois E,=1¢ézerodef ‘(x). No entanto,
o método conseguiu encontrar a raiz (pois, para as seqiiéncias {x } geradas, o valor de f(x,)
tendeu a zero mais rapidamente que o valor de f'(x,)).

Temos que f'(x) =3x2 —Tx + 4 = f'(x) = 0 e x, = 1 ¢ X, = 4/3 = 1.33333...
Observe que nos testes 2 e 3 tomamos propositadamente x, bem préximo de 4/3; no teste
2, X, < 4/3 e o método encontrou g, = 1 e, no teste 3, x; > 4/3 e a raiz encontrada
foi &, = 1.5. Uma andlise do gréfico de f(x) (Figura 2.23) nos ajuda a entender este fato.

No teste 4, aplicamos o método da bissecgio até reduzir o intervalo [0.5, 2] a um
intervalo de amplitude 0.01 e tomamos como aproximagao inicial para o método de Newton
o ponto médio desse intervalo: x, = 1.50194313. A partir desse ponto inicial foram execu-
tadas duas iteracdes do método de Newton e obtivemos os seguintes resultados:

x=15 ¢ (%) =23 x 10712,

Devemos observar que no intervalo inicial para o método da bissec¢do existem
duas raizes distintas &, = 1 ¢ §, = 1.5 e a raiz obtida foi X = 1.5; isto ocorreu porque o
método da bissecgdo ignora raizes com multiplicidade par, que € o caso de §, = 1.
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f(x) ]

A

-1.5

Figura 2.23

2.5 ESTUDO ESPECIAL DE EQUACOES POLINOMIAIS

2.5.1 INTRODUGAO

Embora possamos usar qualquer um dos métodos vistos anteriormente para encontrar um
zero de um polindémio, o fato de os polin6mios aparecerem com tanta freqiiéncia em aplica-
¢oes faz com que lhes dediquemos especial atengio.

Normalmente, um polindmio de grau n € escrito na forma

p(X) =a, +ax + a2x2 +..+ax" a =0 (6)
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Se n = 2, sabemos da dlgebra elementar como achar os zeros de p,(x). Existem
formulas fechadas, semelhantes a férmula para polindmios de grau 2, mas bem mais
complicadas, para zeros de polinébmios de grau 3 e 4. Agora, para n = 5, em geral, nao
existem férmulas explicitas e somos forgados a usar métodos iterativos para encontrar zeros
de polinémios.

Varios teoremas da dlgebra sao iiteis na localizagdo e classificagido dos tipos de
zeros de um polindmio.

Faremos nosso estudo dividido em duas partes:
1) localizacao de raizes,

2) determinacgao das raizes reais.

2.5.2 LOCALIZACAO DE RAIZES

Alguns teoremas sdo lteis ao nosso estudo:

TEOREMA 4 (Teorema Fundamental da Algebra) (4)

“Se p,(x) € um polinémio de grau n = 1, ou seja, p,(x) = ag + a,X + ax” + ... + 2",
a,, a;, ..., &, reais ou complexos, com a_ " 0, entao p,(x) tem pelo menos um zero, ou se¢ja,
existe um nimero complexo E tal que p, (§) = 0.”

Para determinarmos o nimero de zeros reais de um polindmio com coeficientes
reais, podemos fazer uso da regra de sinal de Descartes:

“Dado um polindémio com coeficientes reais, o nimero de zeros reais positivos, p,
desse polindmio nao excede o nimero v de variagdes de sinal dos coeficientes. Ainda mais,
v — p € inteiro, par, ndo negativo”.

Exemplo 23

a) ps(x)=2x"-3x*-4x* +x+1
+ - = o+ o+
(T W

1 1
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sevV-p=0p=2
=2v=2=p ou
se.v—-p-z,p-ﬂ

b) ps(x)=4x5—x3+4x2—x—1

% = X = -
Nl Nt N
I X 1
sc v-p=0,p=3

=v=3ep: ou
ssv-p=2,p=1

c) p7(x)=x?+1
+ o+

Koo
0

=v=0ep:(v-p=0)=p=0.

Para determinar o nimero de raizes reais negativas, neg, tomamos p, (-x) e usa-
mos a regra para raizes positivas:

Exempio 24

a) pdx)=2x>-3x*-4x3+x+1
Ps(-x)= 2% - 3x* + dx3 - x + 1

S + -
LA D
1 1 1
se v - neg = 0, neg = 3

= v =] e neg: ou
s¢ v —neg = 2, neg = 1
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b) ps(x) =4x° - x> +4x* —x -1
ps(—x)=—4x° + x> +4x? + x - 1

- + o+ o+ -

L .

1 1

se v-neg =0, neg = 2
= v =2 ¢ neg: ou
se v—neg =2 neg = 0

c) No caso do exemplo p,(x) = x’ + 1, vimos que ndo existe zero positivo.
Temos ainda p,(0) = 1 = 0. Como

pA-x)=—x" +1

U

1

= v =1eneg: {v-neg=0=neg =1}, ou seja, p (x) = 0, néo tem raiz real
positiva, o zero nao € raiz e tem apenas uma raiz real negativa donde tem trés
raizes complexas conjugadas.

TEOREMA 5

Dado o polinémio p (x) de grau n, se o desenvolvermos por Taylor em torno do ponto
X =, temos

"(at) (") (1)
p,(X) = p (@) + p, (a)(x — a) + T (x-—a)+..+ = (x - a)™.

Se chamarmos x — a = y, a0 acharmos o numero de raizes reais de p (y) = 0 que
$d0 maiores que zero estaremos encontrando o namero de raizes de p (x) = 0 que sdo
maiores que a.

Podemos usar este resultado juntamente com a regra de sinal de Descartes para
analisar as raizes de um determinado polinémio.
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Se estamos interessados em estimar o nimero de zeros que um polinébmio possui

num intervalo [, B] podemos também usar as segiiéncias de Sturm, que sao construidas da
seguinte maneira:

Dado o polindmio p_(x) ¢ um nimero real a, vamos definir Vv(a) como sendo o
nimero de variagdes de sinal em {g(a)} onde construimos a seqiiéncia gy(a), g,(a), ...
g,(a), ignorando os zeros, assim:

go(x) = p,(x)
gy(x) = p, (x)
e, para k = 2, g (x) € o resto da divisao de g, , por g, ,, com sinal trocado.

Exemplo 25

p3(x)=x3+x2-x+1
gﬂ{x}-p3{x)-x3+x2—x+l

gy(x) = p3(x) = 3x2 + 2x - 1

gz(x)'_‘?
x3 + x2 - x4+ 1 3x2 +2x -1
2 1 1 1
= . =y [ 2 e
e R s =13
%x2-§x+1
A ... 1
3 9 9
-~~B—Jr.+E = g5(x) _x_l_U
9 9 E2%) =4 9
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ga(x) =7
8 10
2 e T
Ixc+2x -1 9 X 9
27, 207
8 32
99 -

Assim, se O = 2, por exemplo, temos

gy(0) = 11> 0

2
gz(u) = g >0

99

J

= V(o) = W2) = 1.

TEOREMA 6 (de Sturm) (17,30)

Sep(a)#0 e p,(B) # 0, entio o nimero de raizes distintas p_(x) = 0 no intervalo a = x < B ¢
exatamente V(o) — V().

Tomando B = 3, por exemplo, no polinémio do exemplo anterior:

go(B) =34>0
g,(B)=32>0



88 Cdlculo Numérico  Cap. 2

14
gz(ﬂ) = 9 >0

99
gg(ﬂ) _— Tg <0

=P =¥V =1.

3 2

Entédo x
V(i3)=1-1=0.

+ X“—x + 1 =0 ndo possui raizes reais no intervalo [2, 3] pois ¥(2) -

Os teoremas a seguir fornecem regides do plano que contém zeros de polindmios.

TEOREMA 7 (30)

Se Pn(x) é um polindémio com coeficientes ay, k =0,1,..., n como em (6), entdo p, (x) tem pelo
menos um zero no interior do circulo centrado na origem e de raio igual a min {p, p,} onde

la, | A (2!
Pr="m a0 Pa= NTal’
Exemplo 26
Se ps(x) = x7 - 3.7x* + 7.4x - 10.8x% + 10.8x - 6.8;n =5, a5 =1, a, = 10.8, ay= 6.8
Assim,
6.8 A\ /68
pl—S[m)=3.l4... Ps = —1'=].46

Entdo ps(x) tem pelo menos um zero (real ou complexo) no circulo de raio 1.46... ou
seja, I x| = 1.46... .
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TEOREMA 8

Se p,(x) € o polinémio (6) e se

entdo cada zero de p (x) se encontra na regido circular definida por |x| < r.

Exemplo 27
Seja ps{x}=x3—x2+x—1.
Ention=3,a;,=-1,a;,=+1,a,=-1,a; =1

lag] EU lal 1

crm T T 1 =
lag| 1 lag] 1 lag| 1

|y |
= méx {111} = 1.
o<k=<2 |5l

=1

Assim, r = 1 + 1 = 2. Entao, todos os zeros de p;(x) se encontram num disco
centrado na origem e com raio 2.

¢ (0,i)

v

s
(1.0)

* 04

Figura 2.24
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De fato, os zeros de p;(x) séo:

x1=1
X

.
=1

2
x3 = _1.

2.5.3 DETERMINAGCAO DAS RAIZES REAIS

Para se obter raizes reais de equagdes polinomiais, pode-se aplicar qualquer um dos méto-
dos numéricos estudados anteriormente.

Contudo, estas equagdes surgem tao freqiientemente que merecem um estudo
especial, conforme comentamos no inicio desta secao.

Conforme vimos, um polindmio de grau n com coeficientes reais serd repre-
sentado na forma (6) onde 3, ER, 1 =0, 1, 2,..,, n, ou seja:

p(x)=ax"+a x"'+.. +ax’+ax+a,(a =0)

Estudaremos um processo para se calcular o valor numérico de um polindémio, isto
porque em qualquer dos métodos este cdlculo deve ser feito uma ou mais vezes por iteracao.

Por exemplo, no método de Newton, a cada iteragao deve-se fazer uma avaliagio
do polindmio e uma de sua derivada.

METODO PARA SE CALCULAR O VALOR NUMERICO DE UM POLINOMIO
Para simplificar, estudaremos o processo analisando um polindmio de grau 4:
py(x) = ax* + ax3 + ax? + ax + a, (7)
Este polindbmio pode ser escrito na forma:
p4(x) = (((a4x - as)x ks az)x + al)x + a, (8)

conhecida como forma dos parénteses encaixados.

Deve-se observar que, se o valor numérico de p,(x) for calculado pelo processo
(8), o nimero de operacdes serd bem menor que pelo processo (7).
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Para um polindmio genérico de grau n, vemos que, pelo processo (8), teremos de
efetuar n multiplicagoes e n adigoes.

No entanto, pelo processo (7), o nimero de adigdes € também n mas o nimero
(1 + n)n
2
X * X * X... - X, ] vezes, pois a potenciagio calculada desta forma introduz erros menores de

arredondamento.

de multiplicagbes ¢ n+(n—1)+ ...+ 2+ 1 = desde que x! seja calculado por

Agora,
2 2
nzn-g+%>n@n32,ouseja,

o processo (8) efetua realmente um nimero menor de operagdes que o processo (7).

Temos entdo, no caso de n = 4, que

Ps(x) = (((a,x + a)x + a))x + a))X + a,

Para se calcular o valor numérico de p,(x) em x = ¢, basta fazer sucessivamente:

b, =a,

b3=a3+b4c
b, = a, + byc
b, =a, +byc
b, =2, +b,c

= p(c) = by,
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Portanto, para p (x) de grau n qualquer, calculamos p_(c) calculando as constantes
bj,j =n,n - 1,..., 1, 0 sucessivamente, sendo:

b =a

n n

bj=aj+b}+1c j=n-1,n-2..2,10

e b, serd o valor de p (x) para x = c.

Como calcular o valor de p;(x) em X = ¢ usando os coeficientes bj obtidos

anteriormente? Tomando como exemplo o polindémio de grau 4, temos

o | 3 2

Py(x) = a,x" + a,x” + ax +aXx+a;=
PN s 3 2

= pylx) = dax” + 3a,x" + 2a,x + a,.

Para x = c, temos que

b4=&4 — a4=b4

b3=aj+b4c = a3=b3-b4c
b2=a,2+b3c =y az=b2~b3c
b, = a, +b2c — a1‘b| —bzc
b0=aU+b]c — ] ao—b,}—blc

Dado que jd conhecemos by, b, b,, b;, b,:

4a,c’ + 3a,c? + 2ac + a,
4b,c® + 3(b, — byc)e? + 2(b, — byc)e + (b, — b,o)
4b,c® - 3b,c? + 3b3c2 —2b,c? + 2b,c + b, — byc.

p;(c)

Assim pj(c) = b,c? + bye? + byc + b,

Aplicando o mesmo esquema anterior, teremos

¢,=b,
Cq =b3+ c,C
C,y = b2+c3c

c, = l‘.‘r1 + C,C.
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Calculamos, pois, os coeficientes Cps j=mn,n-1,.., 1 da seguinte forma:

c11=blll

cj=bj+cj+1c j=n-1,.,1.

Teremos entdo p'(c) = c;.

METODO DE NEWTON PARA ZEROS DE POLINOMIOS

Sejap(x)=ax"+a_ x4+ .. +a,x%+a,Xx+a, eX,umaaproximagio inicial para a raiz
12 Py n n-1 aak XT3 X P P
procurada.

Conforme vimos, o método de Newton consiste em desenvolver aproximagoes

sucessivas para § a partir da iteracao:

P{xk}
Xes1 = % ~ p'(xk)

Usando as observagdes anteriores sobre o cilculo de p(x,) € p'(x,), construimos

0 seguinte:

ALGORITMO 6

Dados a, a,, ..., a,, coeficientes de p_(x), x a aproximagao inicial, € € &) precisoes deseja-
das e fixado itmax, o nimero miximo de iteraghes que serdo permitidas,

1) deltax =x

2) [ Parak = 1,..., itmax, faga:
b =a,
c=>b
Parai = (n - 1),..., 1, faga:
b = a; + bx
c=b +cx
= a5 + bx
Se |b| < &, véa para o passo 4
deltax = b/c
X = x — deltax
Se |deltax| =< €, v para o passo 4
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3) Imprimir mensagem de que nao houve convergéncia com “itmax” iteracoes.

4) FIM.

Exemplo 28

Dada a equagio polinomial x> — 3.7x* + 7.4x3 — 10.8x? + 10.8x — 6.8 = 0, temos que
p(1) = -2.1

ps(2) = 3.6.

Entdo, existe uma raiz no intervalo (1,2).

Partindo de x; = 1.5 ¢ considerando €] = £, = 107%, 0 método de Newton para
polinémios fornece:

X=xs=17, f(X)=191x10° ¢ |x—x,|=2.62 x 107,

Exempio 29

Consideremos agora p,(x) = x*-3x+3=0¢ g, = &, = 107°. A Figura 2.25 mostra o grifico
cartesiano de py(x).

Vemos assim que x* — 3x + 3 = 0 tem uma tnica raiz no intervalo (-3, —1.5).

Executamos o método de Newton para polindmios, para este polindémio, duas

vezes:
i) com x,=-0.8, &, = &, = 1079, itmax = 30
i) com X, =-2, ¢, =&, =105, itmax = 10
Veja o efeito de pegarmos x;; préximo a um zero da derivada e depois x;, proximo
a raiz:

No caso (i) foi encontrada X = -2.103801 com |f(X)| = 2.4 x 1077 em 17
iteragoes.

No caso (if) foi obtido exatamente o mesmo resultado em 3 iteragoes.
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Figura 2.25

EXERCICIOS

1.

Localize graficamente as raizes das equagoes a seguir:

a) 4cos(x)-e*=0
b) % ~ tg(x) = 0

c) 1-xIn(x)=0
d 2%-3x=0
e) x*+x-1000=0
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O método da bissecgdo pode ser aplicado sempre que f(a)f(b) < 0, mesmo que f(x)
tenha mais que um zero em (a, b). Nos casos em que isto ocorre, verifique, com o
auxilio de gréficos, se é possivel determinar qual zero serd obtido por este método.

Se no método da bisseccao tomarmos sistematicamente x = (a, + b, )/2, teremos que

|E_E| = (bk—ak)/Z.
Considerando este fato:
a) estime o nimero de iteragdes que o método efetuara;

b) escreva um novo algoritmo.

Seja f(x) = x + In(x) que possui um zero no intervalo I = [0.2, 2].

Se o objetivo for obter uma aproximagao x, para esta raiz de tal forma que
| %, - §| < 1075, é aconselhdvel usar o método da posicao falsa tomando I como
intervalo inicial? Justifique grafica e analiticamente sem efetuar iteragdes numéricas.

Cite outros métodos nos quais este objetivo possa ser atingido.

Ao se aplicar o método do ponto fixo (MPF) a resolugéo de uma equagido, obtivemos
os seguintes resultados nas iteragoes indicadas:

Xy = 1.5 Xy = 2.14128
Xy = 2.24702 Xis = 2.14151
Xyp = 2.14120 X6 = 2.14133
X3 = 2.14159 Xy7 = 2.14147

Escreva o que puder a respeito da raiz procurada.

a) Calcule b/a em uma calculadora que s6 soma, subtrai e multiplica.

b) Calcule 3/13 nessa calculadora.

A equagio x?> — b = 0 tem como raiz E = vb. Considere 0 MPF com g(x) = b/x:
a) comprove que @'(E) = - 1;

b) o que acontece com a seqiiéncia {x, } tal que x;, = @(x,)?
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10.

11.

12.

13

¢) sua conclusdo do item (b) pode ser generalizada para qualquer equagao f(x) = 0
que tenha |@'(E)| = 1?

Verifique analiticamente que no MPF, se ¢'(x) < 0 em I, intervalo centrado em E&,
entdo, dado x, € I, a seqiiéncia {x,}, onde x,,, = @(x), € oscilante em torno de E.

Se a fungdo de iteragdo do MPF for tal que as condigbes do Teorema 2 estao satisfeitas:

M
a) mostre que |E - x| < 1 - M"‘k—"k—ll;

b) para que valores de M teremos entdo que
IE—ku{ E §C lxk‘*xk_-l | <g?

Considere a fungéo f(x) = x* — x — 1 (do Exemplo 19). Resolva-a pelo MPF com fungéo
de iteracao @(x) = % + —li e Xp = 1. Justifique seus resultados.
X

Use o método de Newton-Raphson para obter a menor raiz positiva das equagoes a
seguir com precisdo ¢ = 10~

a) x/2-tg(x)=0
b) 2 cos(x) = e*/2
c) x-6=0,

Aplique 0 método de Newton-Raphson & equacéo:
x3 — 2x% = 3x + 10 = 0 com x, = 1.9.

Justifique o que acontece.

Deduza o método de Newton a partir de sua interpretagdo geométrica.
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14. Método de Newton Modificado:

15.

16.

37 2

18.

Existe uma modificagao no método de Newton na qual a fungio de iteragdo @(x) € dada
f(x)

Fixg onde x, € a aproximagao inicial e € tal que f'(x;) = 0.

por @(x) = x -

a) Com o auxilio de um gréfico, escreva a interpretacdo geométrica deste método.

b) Cite algumas situacoes em que é conveniente usar este método em vez do método
de Newton.

Seja f(x) = e* — 4x2 e E sua raiz no intervalo (0, 1). Tomando Xy = 0.5, encontre § com
¢ = 1074, usando:

a) o MPF com ¢(x) = % e*2;
b) o método de Newton.
Compare a rapidez de convergéncia.
O valor de & pode ser obtido através da resolucao das seguintes equagdes:
a) sen(x)=0

b) cos(x)+1=0

Aplique 0 método de Newton com x;, = 3 e precisao 10~ 7 em cada caso e compare 0s
resultados obtidos. Justifique.

Seja f(x) = sen(x) — kx.

a) Encontre os valores positivos de k para que f tenha apenas uma raiz estritamente

positiva.
b) Encontre os valores positivos de k para que f tenha trés raizes estritamente
positivas.
: x2 ’ .
Seja f(x) = B3 + X(In(x) — 1). Obtenha seus pontos criticos com o auxilio de um método

numeérico.
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19.

20.

21.

O polinémio p(x) = x> — 1?0 x3 + % X tem seus cinco zeros reais, todos no intervalo
(-1, 1).
a) Verifique que x, € (-1, -0.75), x, € (-0.75, -0.25), x, € (0.3, 0.8) e x5 € (0.8, 1).
b) Encontre, pelo respectivo método, usando ¢ = 107

x;: Newton (x; = -0.8)

X,: bissecgdo ([a, b] = [-0.75, - 0.25])

X4: posigdo falsa ([a, b] = [-0.25, 0.25])

x4: MPF (1 = [0.2, 0.6], x, = 0.4)

Xs: secante (x, = 0.8; x; = 1).

Seja a equagao f(x) = x — x In(x) = 0.

Construa tabelas como as dos exemplos do final do capitulo para a raiz positiva desta
equacdo. Use ¢ = 107°.

Compare os diversos métodos considerando a garantia e rapidez de convergéncia e

eficiéncia computacional em cada caso.

Seja f(x) = xe * — e

a) verifique gréfica e analiticamente que f(x) possui um zero no intervalo (0, 1);

b) justifique teoricamente o comportamento da seqiiéncia {x,} colocada a seguir,
gerada pelo método de Newton para o calculo do zero de f(x) em (0, 1), com x, = 0.9
e precisio € = 5 x 1075,

Xg = +0.9 X5 = —3.4962 X, = —0.3041
x; =—6.8754 Xg = —2.7182 Xy = 0.0427
X, = —6.0024 X7 = —1.9863 X1, = 0.0440
Xy = —5.1452 xg = —1.3189 X3 = 0.0480

x, = —4.3079 xo = —0.7444
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22.

24,

25.

Uma das dificuldades do método de Newton € o fato de uma aproximagéo x, ser tal que
f'(x,) = 0. Uma modificagdo do algoritmo original para prever estes casos consiste

em: dado A um ndmero positivo préximo de zero e supondo | f'(x,) | = A, a seqgiiéncia
X, € gerada através de:

X1 =% —f(x )JFL, k=0,1,2..

onde

f'(x), se|fi(x)]|>A

El - f'(x,), caso contrrio

onde x, € a iltima aproximagio obtida tal que | f'(x,)| = A

Pede-se:
a) baseado no algoritmo de Newton, escreva um algoritmo para este método;

b) aplique este método a resolugio da equagio x> — 9x + 3 = 0, com x, = -1.275,
A =0.05e¢e =005

. Usando a regra de sinal de Descartes e o Teorema 5, verifique que a equacio

p(x) = 3x° — x* — x> + x + 1 = 0 pode ter duas raizes reais no intervalo [0, 1].
Resolva o Exercicio 23 usando agora a seqiiéncia de Sturm.

Encontre uma raiz da equagio:
p(x) = x* — 6x° + 10x% — 6x + 9 = 0, aplicando o método de Newton para polindmios.
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PROJETOS
1. O PROBLEMA DE RAIZES MULTIPLAS:

Se f'(E) = 0, o método de Newton perde suas caracteristicas de convergéncia quadritica. O
caso de f'(E) = 0 € um caso de raiz miltipla de f(x) = 0.

Definicio: Dizemos que & € raiz miltipla de f(x) = 0 com multiplicidade p,
quando f(§) = f'(E) = ... = fP1XE) =0 ¢ fP)E) = 0.

O método de Newton para raizes miltiplas € deduzido da seguinte forma: seja f(x)
uma fungdo tal que § seja raiz de f(x) = 0 com multiplicidade p. A férmula de Taylor para
f(x) numa vizinhanga de £ até o termo de ordem (p—1), que é:

f(x) = f(€) + £'(€) (x - &) + ... + ") x-EP1/ (p-1)! + R (E,)
onde R (E) = ﬁP)(Ep) (x ~ E)/p! com E, entre x ¢ &, fica:
f(x) = fPXE) (x - E)P /p!.

A dedugdo do método de Newton é baseada no modelo em que esta fungao f(x) é
tal que f(PX(x) é constante (f(P(x) = b), para x préximo a E. Para esta f,

f(x) = b(x - E)P/p! = c(x — EP, f'(x) = cp(x - E) P!
€ entao
f(x)/f'(x) = (x - E)/p, donde E = x — pf(x)/f'(x).

0 METODO

Se E € uma raiz de f(x) = 0 com multiplicidade p, dados x, uma aproximacao inicial para §
e €,, €, precisoes desejadas, para k = 1, 2,..., faga:

X, = %o~ DGRV (x)

Se | f(x,)| <&, ou se|x; —x,| < ¢, entdo faga X = x,.

Caso contrério, X, = X; € recomece 0 processo.
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De uma forma anidloga, podemos introduzir um fator p no método da secante para
trabalhar com raizes miiltiplas, obtendo, dado x,

X = X — (PE(x) (% — x_(EGx)-(x, 1)) k =0, 1,...

Temos os problemas de conseguir detectar computacionalmente a “proximidade”
de uma raiz miltipla e também o de saber qual ¢ essa multiplicidade, p.

Na referéncia [27] podem ser encontradas sugestoes de como lidar com ambos.

1)

2)

Prove que, se § € raiz de multiplicidade p de f(x) = 0, a seqiiéncia gerada pelo
método de Newton converge quadraticamente, sob hipoteses adequadas de
continuidade. Estabeleca essas hipdteses.

Sao dadas a seguir trés fungdes com raizes multiplas, a multiplicidade p das
raizes, uma aproximacao inicial x, € uma preciséo .

) f(x)=|x~-9*3/(1 + sen®(x)); p = 4.5; x, = 6; € = 1075,

iy f(x) = (81 — y(108 — y(54 — y(12-y))))sign((y — 3)/(1 + x%)),
y=x+111111; p=3; x; =15 &= 105

iii) f(x) = | x —8.3417 |%4/(1 + x?); p = 0.4; x, = 8.45; ¢ = 10°5.

a) Tente encontrar as raizes usando o método de Newton simples.
b) Idem com o método da secante.

c¢) Refaga agora os itens (a) e (b) com os dois métodos adaptados para
raizes miltiplas.

d) Refaca o item (c) usando para p os valores:
para a fungdo (i), p=1 e p=4.05;
para a fungdo (i), p=1 e p=3.3;
para a fungdo (iii), p=1 e p = 0.36.
Em todos os casos imprima os valores:
NAF = namero de avaliagoes de funcao que foram efetuadas

SOL = valor da “solugdo” encontrada

VAF = valor de | f| na “solugao” encontrada.
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3) Use o método de Newton simples e o descrito anteriormente para encontrar os
zeros de f(x) = x> — 3.5x% + 4x — 1.5. Localize-os, descubra p, escolha x,
adequadamente e considere € = 1075,

2. PROBLEMA DAS VIGAS

Duas vigas de madeira de 20 e 30 metros respectivamente se ap6iam nas paredes de um
galpio como mostra a figura. Se o ponto em que se cruzam estd a 8 metros do solo, qual a
largura deste galpao?

30m

20m

P

Bm

CTLALETEL L LS £

S ™S e o e, S, e

3. METODO DE NEWTON GERANDO UMA SEQUENCIA OSCILANTE

Analise algébrica e geometricamente e encontre justificativas para o comportamento do
método de Newton quando aplicado & equagdo p4(x) = —0.5x7 + 2.5x = 0 nos seguintes
casos:

a) xp=1lex;=-1
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b) x, nos intervalos:
-1, 1)
(1, 1.290994449)
(~1.290994449, 1)
(1.290994449, 2.236067977)
(-2.236067977, —1.290994449)
X, > 2.236067977
Xy < —2.236067977.



