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Dinamica Lagrangiana

» Coordenadas Generalizadas

Considere uma particula ou sistema de particulas em movimento,
sujeita a possivels restrigoes (vinculos). Havera um numero minimo
de coordenadas independentes necessarias para especificar o

movimento.

Essas coordenadas representadas por

91, 92, -4,

sao chamadas coordenadas generalizadas e podem ser distancias,
angulos ou valores relacionados a eles
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» Notacao:

O subscrito « variara de 1 a n, o nimero de graus de liberdade,
enquanto o subscnito v variara de 1 a N, o nimero de particulas do
sistema.

= Considere o vetor posicao da v-particula em relagdo ao sistema de
coordenadas xyz como

-

n,=x,l+y,]+ zvl_c)

A relagdo entre as coordenadas generalizadas e as coordenadas de
posi¢cdo sao dadas pelas equacdes de transformacéo,
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Xy = X,(q1, @2, ) s )

Y = W(q1 92, -, Qi t)

Zy = 2,(q1, 92, -, qn, t)

Na forma vetorial, podemos escrever

?‘V = ?V(QL 42, -, qn, t)

Essas funcdes sao consideradas como sendo continuas e tendo
derivadas continuas.




Dinamica Lagrangiana - Principio de d’Alembert

»  Principio de D’Alembert

O principio de D’Alembert, ou principio do trabalho virtual, usa a nogéao
de coordenadas generalizadas e o conceito dos deslocamentos virtuais
para eliminar as forcas de vinculo da descri¢ao do problema.

» Deslocamentos Virtuais

» S0 deslocamentos Infinitesimais de cada particula que levam a
uma configuracdo possivel a outra configuracédo possivel
Infinitesimalmente proxima no mesmo instante t

» Dado um sistema de N particulas os deslocamentos virtuais
61;,i =1,...,N, sdo deslocamentos infinitesimais das posi¢cdes
11, ..., Ty realizados instantaneamente e com a propriedade de
serem compativels com 0s vinculos
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» Deslocamentos Virtuais

= Em suma, as caracteristicas definidoras dos deslocamentos
virtuais sao:

. eles sdo infinitesimais;
. ocorrem num Instante t fixo;

Il. nao violam os vinculos.
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» Trabalho Virtual

Nesse formalismo, a distingao entre forcas de vinculo e outras forgas,
que chamaremos de forcas aplicadas, € fundamental. Seja entao

-4 -4

Fi=F @+

a forca total atuando na I-ésima particula do sistema, onde f; sdo

as forcas de vinculo e F,(Y s&o as forgas aplicadas, que podem
ser externas ou devido as outras particulas do sistema.
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Veremos Inicialmente como fazer 1Isso no caso estatico, isto €, um

sistema de particulas em equilibrio. Neste caso F; = 0 e, quaisquer
que sejam os deslocamentos virtuais 67,

N
Zﬁ,;-af,; -0
i=1

como F,=F@ 4 f.

N
resulta Z "i . 8T +Zf; 6T =
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Levando em conta que o trabalho virtual das for¢as de vinculo é zero,
somos conduzidos ao chamado principio dos trabalhos virtuais:

N
F(® .67 =0
.

l

Este principio permite exprimir a condigdo de equilibrio para sistemas
vinculados em termos somente das forgas aplicadas.



Dinamica Lagrangiana - Principio de d’Alembert

Estamos Interessados na dinamica, que pode ser formalmente
redu2|da a estatica escrevendo a segunda lel de Newton na forma

F; — pl =0, com p; =m; 7 Segundo a Interpretagédo de
d’Alembert. Cada particula do sistema encontra-se em “equilibrio” sob
uma forca resultante que € a soma da forca real com uma “forga

efetiva invertida” igual a —f)’i. Esta forga adicional ficticia € uma forga
de inércia existente no referencial que acompanha o movimento da
particula, I1sto &€, no qual ela permanece em repouso. Podemos
escrever:

Z(ﬁz —F)- 67 =0

i

é verdadeira para qualquer deslocamento virtual 67;.
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Usando a equagio F; = F,( + f; e admitindo a nulidade do
trabalho virtual das forgas de vinculo, resulta o chamado principio de
d’Alembert.

D (B - F,@) 87 = 0
{

Este principio representa uma extensao do principio dos trabalhos
virtuais a sistemas mecanicos em movimento.

Em suas aplicagcbes concretas € preciso levar em conta que 0s
deslocamentos virtuais 67; ndo sdo independentes, pois tém que
estar em harmonia com os vinculos.
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‘ Maquina de Atwood \

A roldana é suposta sem massa e sem atrito. Com o sistema

cartesiano Iindicado na figura, temos: "o .
rn=x.l e 1 =Xx,0

PP IV IO II P ISP

e 0 vinculo holdnomo escreve-se:

X1+ X, =1

¥, onde a constante | € determinada pelo raio da

roldana e o comprimento do fio, suposto
- Inextensivel e de massa desprezivel.
e Claramente, o0s deslocamentos virtuais
& 5x, e 8x, sdo compativeis com o vinculo
x1 + x, = L e estao relacionados por

Ox; +d0x, =0 - dx, = —0x,
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Em outras palavras, se uma das massas sobe a outra desce a
mesma distancia, e vice-versa.

m11.-";1 . 6?1 + mz';:';z . 6?2 = ﬁl(a) . 57-:1 + ﬁz(a) . 67-:2

—_ mlgi . 6?1 + ngi * 6?2

my Xy - 6x1 + (—myX;) « (=6x1) = mygdx; + myg(—dx;) -

- (my + my)%,6x; = (my —my)géx,
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(my + my)¥,6x; = (Mmy —my)gdx,

Em vista da arbitrariedade de &x;, resulta a equagéo do movimento
da massa m;:

(my + my)¥, = (my —my)g

¥ _m1_ng
1 m1+m2

esse resultado coincide com o resultado obtido pelo tratamento
newtoniano elementar. A aceleracdo de m,é simplesmente X, =
— Xq.
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» Forcas Generalizadas

Se W for o trabalho total realizado sobre um sistema de particulas
pelas Forgas ﬁi(“) = F; atuantes (aplicadas) sobre a k-ésima
particula, entdo

n
dW =) Qidqs
i=1

onde
N

Qk - — l aqk
Q, € chamada de forga generalizada associada a coordenada
generalizada q, .
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» Equacdes de Lagrange

A forca generalizada pode ser relacionada com a energia cinética
pelas equagoes

d [ 0T oT
dt\dq,] 0q, = Ck

Se o sistema for conservativo de modo que as forgas sejam
derivaveis de um potencial ou energia potencial V, podemos escrever

d(oT\ oT
dt qu qu_
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A forca generalizada pode ser relacionada com a energia cinética
pelas equagdes

d (0T oT
dt\dq,) 0oqx = O
Se o sistema for conservativo de modo que as forcas F; sejam

derivaveis de um potencial escalares V (7, ...,7y,t) (ou energia
potencial V), Neste caso,

Fe—pv=—(Y +aV +avl'é
o axll ayl] 0Z;
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e as forgas generalizadas escrevem-se

dV 0z;

N R N
00 = Z , 07 Z (OV 6x1 av 6y,
“ " 0qx 0x; 0qy 33’: 0qx

i=1 i=1

onde usamos a regra da cadeia.

d [ 0T oT
dt\ddr) " oqr %k

azl Ak

)_

1%

9k
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Como d [ oT dT 0 9)%
dt\da. ) 0q. 0qx

resulta

d [ 0T 0 T —¥) =0
dt\dg,) 0q -

Dado que aV/aqk = 0, esta ultima equagao equivale a

d
dt qu

Definindo a fungéo de Lagrange ou, simplesmente, lagrangiano L por

(T — V)] _a_qk(T V) =0




Dinamica Lagrangiana

(T — V)]——(T V) =0 L=T-V

dt [qu qu

as equacdes de movimento do sistema podem ser escritas na forma

d [/ oL oL
dt \ 9y aqk =) Equagdes de Lagrange
ondek=1,..,n

| ) | d / JdL oL
Se o0 sistema ndo for conservativo . —— =
dt\0qyx/ O0qx
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Exemplo 10:

O objetivo deste primeiro exemplo € ilustrar certos cuidados que
devemos ter em relagéo as varias derivadas parciais e totais que
aparecem ao longo dos calculos no formalismo de Lagrange.
Considere um sistema ficticio de dois graus de liberdade cuja
Lagrangeana é dada por L = q,%4, + q,°.

oo do d(oL) oL _
quacdes de Lagrange at\oa) " ar

Essa Lagrangeana tem as seguintes derivadas parciais:

oL oL 0L oL
— = 2q — =q —— = 2q1q -— =0.
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IL oL  , OL OL

o - =2(}1 o — 4 ;——29142 — = 0.
Iq dg 1 Oq dgs

Veja que g, ndo aparece em L. As derivadas totais em relagao ao
tempo ficam

d (OLY _,. d (0L _,
dt \9q, ) — 1" at\og ) NN

Como as equacgdes de Lagrange tem a forma

d [/ dL 6L_0
dt\dq,/ 0qx

de forma que as duas equagdes de movimento ficam

q1 — QIQQ = 0 2q1<j1—0=0
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Exemplo

Considere o pendulo simples da figura abaixo. Em coordenadas
polares o raio € fixo r = a e 0 & a unica coordenada livre. A
transformacéo de x, ypara 0 é x =a cos 6, y = a sin 6. A energia
cinética é obtida calculando-se

<y

r = —abfsinf g = afcosb




Dinamica Lagrangiana

A energia cinética € obtida calculando-se

T = m(i% + 4?)/2 = ma262/2

V = —mgr = —mgacos @
Como o lagrangiano édadopor L =T —V

1] .
Obtemos L = —ma*6* + mgacosé

2
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1 .

L = §ma292 + mga cos 6
o d (o) oL _
quades de Lagrange  — v rrin
oL _ maz26 - oL _ magasin®d

96 o9 MY

e a equacao de movimento fica

ma?6 —mgasind =0 - af = —gsiné



