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PREFACIO

Este livro corresponde aos cursos de hlecanica Cldssica I ¢ I que ministrel
nos primeiro e segundo semestres de 2002 no Instituto de Fisica da UFRJ. Ele
representa, tarbém, a experidncia por mim acumulada em j4 ter ministracdo
este curso em outras oportunidades, tanto na UFRIJ. como, inicialmente, no
Instituto de Fisica da UERJ. Posso dizer ainda que elc traduz também o grand»
aprendizado que tive em participar das equipes de Fisica I e 11, coordenadas
pelos Professores Ennio Candotti e Samuel Santos e, depols, nun trabalhic
desenvolvido juntamente com a Professora Maria Antonieta ¢ 05 Professores
Marcelo Alves ¢ Marco Pedra num curso de Fisica T onde o comegamos dire-
tamente com as Leis de Newton. Isto significon o desenvolvimento, por nos
mesmos, de fundamentos de Calculo ¢ Vetores no decorrer do préprio curso
de Fisica 1. Fsta foi uma das1 experiéncias mais gratificantes que five como
professor.

Na elaboragao do presente curso de MecAuica, tomei por base os seguintes
parametros e nontos de vista:

fi} O estudante, em seqiiéncia normal, comeca a fazer NMecinica Clés-
sica I quando ingressa no terceiro perfodo. Nesta oportunidade, ele ji deve
ter cursado as diseiplinas de Fisicas I e IT {que coriespondem aos priucipios
de Mecsuica Newtcniana, Termodindmics, Fluidos e Movimento Oscilatério),
bem como Céleulos I e II (onde aprendeu as nocdes fundamentais de Célculo
Diferencial e Integral, Derivadas Parciais e algumas nogdes de Calculo Veto-

rial). Embora possuidor de tais conhecimentos, tenho notado que. geralimente,

ele ainda tem dificuldades de raciocinar na Mecinica Newtoniana através das
leis de Newton, o que subentenderia uwmna familiaridade com o Céleulo e a sua
utilizagao na Fisica, o que néo chegou a ser adquirido no curso paralelo com a
Fisica I. Uma outra deficéncia. é que ele ndo tem conflanca’ de usar a notagao
vetarial.

(ii) Com o intuito de contornar tais problemas. fiz ama rdpida revisao
de calcalo e vetores (ndo necessariamente tudo de uma vez), que corresponde
z0 contetido dos Apéndices A e B e incluf vérios exercicios comuns aos cur-



sos de Fisica I e II. Minha intengac era de que eles fossem agora resclvidos
de forma & pensar mais nos principios fisicns do que na utilizagic dircta de
algumas férmulas {um vicio do secunddrio que penetra signifcativamente no
bdsico da universidade). Para ajudar neste objetivo, coloquei no Apéndice C
a resolugdo de alguns dos exercicios propostos, que néo sdo necessariamente
05 mais diffceis. !

(iiz} Para destacar o papel das leis de Newton e, consegiientemente, dos
referen-iais inerciais, dediquel um Capitulo esclusivam:nte sobre o que seja
movimento em referenciais nao inerciais. A minha intencéo ¢ de fHcar bem
claro o papel das forcas ficticias e o seu néo aparecimento nos referenciais
inerciais.

(iv) Geralmente. nos cursos de Mecénira Cldssica, o estudo do piao é feito
apds a mtrodugac do formalismo lagrangiano, o que pode levar a uma falsa
impressao de que sé este formalismo é capaz de tratar de tal assunto. Para
ovitar que isto pudesse acontecer, distribuf o assunto do corpo rigido por dois
capitulns, um fica no formalisme newtoniano, onde o movimento do piao é
considerado, e outro no lagrangiane. Moestrarmos al como se chega 4s mesmas
relaghes obtidas anteriormente no formalismo newtoniano e aproveitamos a
cportunidade para ir mais além na parte formal da teoria, com a utilizacao da
notagao matricial (o que, acredito, poderd ser de grande utilidade em cursos
subseqiientes, particularmente ez Mecfinica Quéntica).

{v) Antes de iniciar os formalismos lagrangiano e hamiltoniano, dediquei
um capitulo ac cdleulo variacional, a fim de ficur bem claro o principio de
Hamilton, que passa a ser o fundamento tedrico a partir desta parte do curso.

{vi) HA mais dois aspectos que postaria de destacar. O primeiro € que nesta
parte da formagdo do estudante, ele ainda vé a I"isica de forma estanque, em
grupos de conhecimentos isolados, coma se fosse possivel desenvolver uma car-
reira cientifica onde parte do conhecimento bésico pudesse néo ser levada em
~ consideragao. Embora sendo a Mecdnica Cldssica um curso bem inicial, procu-

rei mostrar exemplos onde outros ramos da Fisica aparecessem, principalmente
no tocante & relatividade e av eletromagnetismo., Procurei também mostrar
as possiveis pontes para a Mecinica Quantica. através da idéia de Feynman
das integrais de caruinho e da quantiza¢io candnica de Dirac. _

(vzi) Por fim, nio posso deixar de citar que uma significativa parte da
. minha motivagdo em escrover este curso sa deveu ao convivio coti um grupo
de excelentes estudantes, os quais fizeram vérias corregdes em minhas rotas
de aula preliniinares.

Joao Barcelos Neto
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capituLo 1

Conceiios da velocidade e aceleragio

Observe a Figura 1.1. Ela corresponde & trajetéria de uma particula referida
a um certo sistema de eixos ortogonals z, ¥, z. No instante £, a particula
encontra-se na posicdo A e no instante posterior t+ At, na posi¢ho B.

Figura 1.1: Trajetdria de uma particula.

zZ

// %
/“’ T+ An
A

-

r(t)

o

Temos entdo que 7 (t) ¢ a vétor posigio da particala no jnstante ¢; 7 (t -+ At)
é o vetor posican da particuia no instante posterior t + Af e A7 o vetor des-
locamento da particula entre os instantes considerados. Podemos diretamente
relacionar estes trés vetores como
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Ar= 7t + At) -7 (l). (1.1

—

Um

AF
==
Ela é denominada velocidade média da particula entre os instautes ¢ e ¢ + Af.
Vejernos mais procisamente o gue osta razao significa. A particula pata ir de
A até B seguin o trajetdria ciova AB, gastando um tempo Af para isto, A
veiocidade da particuls para todos os pontos da trajetdria nio & obviamente
dada por (1.2}. Esta relagdo represents a velocidade que a particula teria para
ir de A até B, no mesnio intervalo de tempo At#, mas segnindo a trajetéria
retilinea dada pelo vetor Ar.

Quanto manor A, mais a velocidade média se aproxima das velocidades da
particula nes pontos da trajetéria (a Figura 1.2 esclarece isto). A velocidade
num porto qualquer da trajetéria (ro caso do nosso exemplo, o ponto A) &
obtida fazendo-se A7 (ou At) infinitamente pequenos, isto &,

(1.2)

AF dF
= n ——m — N
A0 At dt
Como podemos oberservar, a velocidade é a derivada do vetor posicio
em relagao so tempo.

#(t) (1.3)

rigura 1.2: Deslocamentos menores entre A e B.

Na expressao (1.3), di pode ser visto como um deslocamento infinitesi-
mal correspondente ao intervalo de tempo também infinitesimal dt. Pela Fi-
gura 1.2, podemos também concluir que a velecidade num ponto da trajetdria
€ tangente a trajetdria neste ponto. ,

De maneira andloga definimos aceleragio. Seja AT a variacio de veiocidade
entre ¢ e t + At,
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AT = F(t+ AL =T (D). (i.4)
S o e P B o o B et T T T T T ..,1‘,{,::-1&;‘3
A u\f\,‘,cx.ulsu\_, L1180t RSO WS Ldbusod v Ly G nariasddle LI LIS LOaDW LLCL ¥R
média, isto €,
- AT (1.5)
Ay = —— .
At

& a aceleracdo instantinea da particula no instante ¢ ¢ entao dada por

_ . AV dv

~ 1= Jim, 5 =
Vimos qﬁe a velocidade num ponto da trajetéria é tangente a esta trajeid-
ria neste ponto. No caso da aceleragio, isto nac acontece necessariamente.
Expliguemos um pouco melhor esta parte. Consideremos que a Figura 1.3
represente a trajetéria do movimento de uma certa particula. Nos pontos A
e B, as velocidades sio 74 e ¥, respectivamente. A variagio de velocidade
entre esses dois pontos é

(1.5)

Af =15 —T4. (1.7)

Figura 1.3: Exemplo de trajetdria de uma particula.

- O vetor A% estd especificado na Figura 1.4 e é fdcil concluir que a acelera¢ao,

em cada pouto. volta-se para dentro da concavidade da curva.

Seja finalmente um certe ponto P da trajetéria. Consideremos a decom-
posicio da aceleracio em componentes paralela (ar) e perpendicular (d@c) a
trajetdria, como mostra & Figura 1.5. Pudemos. entdo, esérever

a=ay +ac. (1.8)

A primeira componente, tangente i trajetéria (paralela a &), é responsavel
pela variacdo do médulo do vetor velocidade. J4 a componentc d¢. que esta
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voltada para o centro da trajetdria no ponto P, produz variacio do sentido de

4. I claro que um movimento com velocidade e aceleracio paralelas é sampre

e
ot linan
Cuitan U

L}

As componentes ar ¢ dg sao chamadas de tangencial e ceniripcta, respec-
tivamente. Veremos mzis detaihes nos capitulos posteriores, principalmente
durante as aplicagdes.

Figura 1.4: Representacdo grafica do vetor A#,

7
A
.
-
\ EJB_?/:!\,
v

Figura 1.5: Componentes paralela e perpendicular da aceleracio.

-
v

CAPITULOC 1. CONCEITOS DE VELOCIDADE £ ACELERACAD

[$3]

» Exercicios
1.1*. Obtenha as equacdes de movimenito para o caso de aceleragac constante
no movimento unidimensional.

1.2. Seja o movimento de uma particula sobre o eixo =. A posigio da particula
em cada instante é dada por z(t) = t* ~ 7. 5t>+ 18t + 3 (i é medido em segundos

e I em metros).

a} Qual a posicio da particula no instante t = 07 E nointante t = 137 &
para t infinite?  *

b) Em que instantes a particula para?

¢) Qual a regidc onde a particula estd em movimento acelerado? Qua' a regido
onde o movimento é retardado?

d} Calcule aft).

1.3. Uma partfcula, também em movimento unidimensional, possui aceleracdo

dada por a{t) = t? — 1 (m/s?).

a) Sabendo-se que no instante t = 0 a velocidade da particula & nula, calcuie
a velocidade da particula num instante qualquer. Qual a velocidade da particula
parat =1 s? E para t =2 57

b) Sabendo-se zinda que no instante t = 0 a particula estd na posicio r = 1m,
calcule 2 pesicdo da particula num instante qualquer. Qual a posigBo parat =157
Eparat =257

c) Onde a particula para? Em que regiac ¢ movimento € acelerado? Onde &
retardado? Em que regi3o a particula estd indo? Onde estd voltando?

d) Qual a velocidade e aceleragio médias entre t =1 s e £ =2 57

t.4. Seiz o movimento de uma particula, numa dimensdo, dado por =(t) =
Asenwt, onde A e w sic constantes.
a) Em que regiio do eixo = o movimento ocorre? b) Quais os significados das
constantes 4 € w? ¢) Calcule a velocidade e aceleracio em cada ponto.

1.5%. O vetor posic3o 7 de um ponto qualquer 7 ro plane x,y fica também
completamente caracterizado pelo seu médulo r e pelo dngulo 8§ que faz com o eixo
r {r e A s3o chamadas coordenadas ypolares), Podemos associar, aqui também,
dois unitdrios, # e 8. como aparecem especificacos na Figura 1.A.

'Os exercivios marcados com asterisco encontrancse resolvidos no Apéndice C. Eles udo
230 necessariamente os exercicios mais dificeis. Acho importante que vocé tenie resolvé-los
antes de olhar a solugéo.
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Expresse: a} o vetor 7 em termos dos unit*rios i € 7, b) o vetor ¥ em termos
dos unitarios 7 e fj,k c) os unitsrios 7 ¢ § em termos de 7 e J, d} os unitdrics ¢ e 7
em termos de 7 e &,

Mostre também que

T=rf+r08 &= (F—rf2)f+ (276 +ré) 8 )
onde pontos sobre as |etras significam, por convencde, derivadas em relacio ao
tempo. Obtenha o6s casos particulares para o movimento circular.

Figura 1.6 Exercicio 5.

Pal ?
1]
\./
P

4

.

Ty

Deixe-me dizer que esic exercicic & muito importante. Mrocure entendé-lo
completamente. Voc8 terd a oportunidade de usar as relactes acima muitas vezes
no decorrer do nosse curso.

1.6*. Um corpo estd se movendo sobre uma linha reta. Sua aceleracio é dada
por a = —2x, onde x é medido em metros e a em m/s%, Ache a relagio entre a
velocidade e a distdncia, dado que em 2 =0, v = 4m/s.

1.7. A acelerag3o de um corpo, movendo-se sob uma linha reta, é dada por
a = —kv?, onde k é uma constante positiva. [ dado queemt =0 a=2,¢
v = 1,. Ache a velocidade e a posicdo em fungdo do tempo. Ache também v em
fung3o de . :

CAPITULO 2

_As leis de'Newton

#

Nos exercicics do capitulo anterior, vimos alguns exemplos sobre movimento
de uma partfcula. E importante ressaltar que, rigorosamente falandu, nao foi
usado nenhum principio fisico na resolugéo dos exercicios. Apenas usamos as
defini¢des de velocidade e aeeleragdo. A Fisica apareceria para justificar porque
o movimento & ou néo acelerado e o que estaria causando esta aceleragéo.
Adiantemos que ¢é a segunda lei de Newton juntamente com a expresséo da
forca de interacdo sobre a particula que nos d4 ista.

Acho oportuno, logo no inicio, antes de apresentar o contetdo fisico da
mecanica newtoniana, dizer o que deve ser entendido, de uma maneira geral.
como procedimento fisico na abordagem de um determinado problema. O
diagrama abaixo caracteriza isto. '

|LEIS FISICAS]|

L

{FORMULAGAO MATEMATICA

!
| DESENVOLVIMENTO |

!
|RESULTADO

7
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A fluica estd presente nfdc s na primeira parte, mas em todss as gniras.
E seunpre importante saber o que as equagdes e as passagens intermedidrias
e<tao dizendo, mesmo antes do resultado final.

No presente capitule, vamos estudar as leis de Newton. Faremas isto com
algum cuidado, pois trabalharemos com elas até o Capitule 10. Primeiramente,
citemos que as leis de Newton sio estabelecidas considerando-se os chamados
referenciais inerciais', £ justamente a primeira lei que se encarrega do defini-
la,

A filn de termos um visdo conceitual de; referencial inereial. COMECemos
citando que na natureza existem quatro tipos de inferagio:

Interagao gravitacional

Interacao eletromagnética

Interagio forte

Interagio fraca

As duas primeiras tazem parte do nosso dia-a-dia. J4 as duas tltimas
podem nio ser tdo populares para voods no momento. Estas manifestam-se a
distancias muito pequenas, onde sé os efeitos quanticos sao significativos. Nao
possuem relagdes cldssicas, semelhantes aos casos do eletromagnetismo (forca
de Lorentz) e da gravitagao {lei du gravitagdo de Newton)?.

A forca de Lorentz € o nome dado 4 forca aque atua sohve uma narticula.

de carga ¢. possuindo velocidade ¢, quando na presenca de um campo eletro-
magnético caracterizado pelos vetores £ e B,

—

Na expressao acima, @ x B é o produto vetorial entre © e 5. E é o vetor
intensidade de campo elétrico e B é o veror indugido magnélica. 86 mais uma
coisa, a relacio (2.1) estd escrita no sistema internaciona.) de.unidades.

A lei da gravitagio de Newton dénos a forga de interacio entre duas
INassas my € Mg, separadas por uma distancia . O seu médulo vale

*Referencial nada mais é do que nm local onde vocd tenha, digamos, réguas para medir
espaco ¢ reldgios para medir ternpo. Para {azer esta: medidas, precisamos de um sistema de
eixus coordenados (veja Figura 1.1). Um trem é um exemplo de referencial. Dentro do trer
podem ser considerados virios sistemas de eixos coordenados.

2Esta nada tendo a ver, diretamente, com as leis de Newton que ora estamos procurande
estabelecer.

F=gl+qixB. 2.1y

CARITULO 2. AS LEIS DE NEWTON 9

) My

rzo (2.2)
= 2.2

onde G ¢ a chamada constante da gravitagio universal

G = (6,670 £0,005) x 10" Nm%kg~2, (2.3)

que esta expréssa. no sistemna internacional de unidades. A Figura 2.1 esclarece
quanto ao sentido®.

Como foi dito, para as interagdes fraca e forte nao =xistem férmulas como
estas. Apcnas para que vocé tertha uma idéia, & interagao forte corresponde
forca que mantém prétons e néutrons unides no interior do dtomo, formando
o niicleo atémico. J4 a interagdo fraca corresponde, por exemplo, A forca nas
interagGes onde participam os neutrinos (particulas sem carga e provavelmente
COIN Wwna masss MWito pequena).

Figura 2.1; Forca de interacdo entre duas massas,

'

g
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Entao, na natureza, sé existem quatro tipos de forca (pelo menos sd estas
B30 Sonholidas Lo Mooy, Vocd poderia sstar duvidendu Jistu ¢ perguniar,
E a forcu de atrito?

Lembrando o que vocé jé deve ter visto, a forga de atrito é uma das compo-
nentes (componente horizontal) da forga que aparece guando dois corpos estan
em contato. A outra componente é a conhecids forca normal. Fstas forcas
nao representam interagdes novas em relagio as quatro acima inencionadas.
Elas sao de natureza eletromagnética. Pense um pouco no que é realmente o
contato entre dois corpos. Pense em termos microseépicos. O contato corres-
ponde as interagOes entre os Atomos préximos as “superficies” dos dois corpos.
E claro que estas interagdes sho, fundamentalmentie, eletromagnéticas.

Apesar de tudo, existem certos tipos de for¢a que nio provém de uma das
quatro interagdes mencionadas {isto pode parecer um contra-senso em re'acio
20 que dissemos de s6 existirem quatro interagdes. mas vocé vers que nao}.

®As. interagdes entre dois COTPOS sefmpre se processam através de um par de forcas (Ce
mesmoe médulo e sentidos opostos), uma atuando em cada corpo. Isto & justamente o con-
teddo da 3% lei de Newton, conforme veremos daqui a pouco.
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Per cxemplo, a forya que sentimos quando estanos dentro de vm onibus e este
faz uma curva, ou freia, ou acelara. Outro exemplo é ¢ forga que atua sobre
a 4dgua de um bealde guondo ¢ amarrames ¢ uma cerda e o fazemos girar nym
movimento circular (esta forga impede que a 4dgua derrame).

Quando dissemos que na natureza sO existem quatro tipos de lforca, es-
tivamos nos referindo 3s forgas provenientes de uina interacio. A forga que
os passaseirus do 6ribus sentem quando este entra numa curva 1nao esta re-
lacionada a nenhuma das quatro interagdes. Ela sé atua para as pessoas que
sstao no interior do dnibus. As pessoas que cgtao fora dele, mesmo perto, nao
sentemn tal forga (nio confundir com problemas de deslocamento de ar). Esta
forca s6 existe para o referencial do énibus (acelerado). Forcas deste
tipo, isto é, que s6 existem em certos referenciais, sdo chamadas de forgas fic-
ticras ou forgas inerciais. Podemos entao introduzir o conceito de referencias
inerciais. Estes sAo referenciais onde nao existen, forcas fieticias.

Passemos agora a0 enunciado das leis de Newton. Vamos de inicio sim-
plesmente enuncié-las. Depois faremos alguns comentérios.

12 lei: Uma particula livre (particula que ndo estd sujeita a nenhuma inte-
ragdo) ou estd em repouse ou em movimenio retilineo com velocidade
constante.

22 lei: Quando wma particula infernge, seu estado de movimento € clterado
da sequinte maneire

(2.4)

onde F' é a resultante das forcas que atuam sobre a particula ¢ j é o seu
momento linear, cuja definicdo ndo relativistica é

F=mi. (2.5)

32 lei: Quando duas particulas interagem, a forga numa delas possui o mesmo
msdulo, mesma direcio e sentido conirdrio & forca que atua na ouira,

Conforme j3 dissemos, as leis de Newton encerram todo {ou quase todo)
o contetido de fisica desta primeira parte do nosse ¢urso. O que vamos fazer
nada mais é do que aplicagbes destas leis. Antes, porém, é conveniente que
facamos algumas observagées a fim de entendermos claramente o que elas estao
dizendo.
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(1) A primeira lei de Newton, também chamada le? da indreie ou de Galileo,
corresponde A apresentagio do referencial inercial,

{#) A sequnds lei de Newton nie nos diz qual o tipo de interacao a que &
particula estd sujeita. Ela relaciona a resultante das forgas que atuam sobre
a particula com a variagdo de scu momento linean em relagie ao tempo. Esta
resultante pode ser de qualquer natureza (gravitacional ou eletromagnética}.
Assim, a segunda lei de Newton néo ¢ auto-suficiente para descrever o mo-
vimento da particula, pois néo sabemos o que é F. Tsta é uma mformaqao

~.adicional que tem de ser buscada na natureza. A definigdo de F dependera

do tipo de interagao. Po‘ exemplo, considere que sobre uma particula atuem
N forgas (F1 Fs, ... Fiy). todas provenientes e wina interagio pois estamos
num referencial merc1a1. Assim, pela segunda lei de Newlon, temos

F+B+--+Fy =@,

dt

onde, genericamente, E pode ser gravitacional, forga de atrito, forga magné-
tica etc.. Agora, para que a relagio acima possa ser usada para descrever o
movimento da particula, é necessirio o conhecimento da expressac de todas
as forgas.

(i) Na relagio (2.4) existe uma massa (dada através da definicao de mo-
mento). Fsta massa é chamada de massa inercial. Na expressao (2. 2) (lei
da gravitagio de Newton?), aparecem outras massas que, em principio, néo
precisam ter a mesma natureza daquela contida na relagio (2.4). Estas s&o
chamadas de massas gravitacroneis. Experimeuntainiente, nunca se colseguiu
detectar diferencas entre elas. Isto é um ponto importante na Ficica, ne que diz
respeito ao chamado Principio da Equivaléncic de Einstein (ponto de partida,
da teoria da Relatividade Geral). -

(iv) Ingenua e inadivertidamente, poderfamos pensar que & primeira lei de
Newton decorre da segunda. Isto se deve porque fazendo F == 0 na expressao
da segunda lei de Newton, ou seja. considerando que a particula nao estd
sujeita a nenhuma interagao, obtemos que ¢ Imomento linewr deve ser constante,
exatamente como estabelece a primeira lei. Pode parecer entao Iégico concluir
que a primneira lei seja decorrente da segunda. Chegar a esta conclusao seria
o mesmo que dizer que nic hd necessidade de trés leis, bastariam duas (.

Autes de qualquer explicacdo, deveriamos ficar desconfiados com esta cori-
clusio. Newton juntamen:e com Galileo e Einstein sfo considerados os trés
maiores génios que a Fisica ji teve. Seria ingenuidade pensar que Newton

#Wsltamos a chamar a atencao Jde que ela nds ¢ a segunda lei de Newton.
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fosse suscetivel a um errc como este. Nac fol. Sao realmente necessirias as
trés leis.

O fato de chegarmos A conclusiy de gque o momente de uma patdicula é
constante quando ndo estd sujeita a nenhuma interagdo ¢ porque estamos num
referencial inercial, que foi definide pela primeira lei. Esta conclusio nada mais
é do que uma coeréncia entre as duas leis, Vocé poderia, entdo, perguntar o
seguinte: O fato de a resultonte ser zero e o momaente constante ndo significa
que v referencicl € necessariumente inercial? :

A resposta é nao. A dindmica de uma parficuia pode incluir também forgas
ficticias. Neste caso, se a resultante é zero, o momento continua sendo cons-
tante, mas o referencial nio ¢ inercial. Assim, h4 necessidade {como Newton
fez) de definir inicialimente o que é referencial inercial.

(v) A terceira lei é também chamada de lei da agdo e reagdo. E importante
ressaltar que o par de forgas, correspondente a interagao entre as duas parti-
culas, contém uma forca atuando em cada particula. As duas forgas, agdo
‘e reagio, nunca podem estar sobre o mesmo corpo. E também impor-
tante ressaltar que este par de forgas sd ocorre para as forgas de interagio, isto
¢, as forgas ficticias nae possuem reagio. Isto mais uma vez confirma a

importancia da primeira lei. Se o referencial néo for inercial, a terceira leil nio .

¢ vélida para todas as forgas que existem no referencial.

(vi) Acho oportuno falar na velocidade de propagagio das interagdes. As
leis de Newton subentendem que as interagdes se processam instantaneamente,
Na realidade, icto nao ocorre. Vejamos uin exemplo, onde aproveitaremos
pare imiroduzir zlgurnes infar'magées U USRremos em eutras gportunidades
durante 0 nosso curso. Consideremos o sistema Terra-Sol. Estes dois astros
estido separados pela distancia de aproximadamente 150 milhoes de quilémetros
(veja Figura 2.2). fela terceira lei de Newton, Fr = —Fq, epela relagio (2.2)
temos :

Mm

Fr=Fs=0—g, (26)

onde M é a massa do Sol e m a da Terra. Ambos estio sendo considerados
como particulas®. Podemos usar aqui o seguinte raciocinio: tanto a Terra
como o Sol {ou outro corpo massivo qualquer) criam em torno de si campos
~ gravitacionais dados por

$No momento, estamos lidando apenas com particulas {corpos de dimensdes despreziveis
para o contexto considerado) isoladas. Mais tarde veremos como lidar com sistemas de
particulas e corpos rigidos {estes 1iltimos nada mais s80 que um caso especial de sistema de
particulas).
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M =

onde 71 é um unitdrio apontando para fora da Terra e 75 para fora do Sol.
Assim, Jr aponta parao centro da Ter1a e Js para o centno do Sol. A Figura 2.3
esquematiza um trecho das linhas de campo gravitacional para uma certa
massa distribuida esférica e homogeneamente {estas linhas preencheriam todo
0.e5pago). '

Figura 2.2- Sistema Terra-Sol.
- -
SoL s E TERRA
> -—e

*ry

r=15x160Mm

Tudo o que esti sendo dito tem por objetivo concluir o seguinte, acerca do

sistema Terra-Sol: A Terra estd numa regifo onde existe um cammpo

gravitacional Jg, criado pelo Sol, e este estd numa regiao onde existe
um campo gravitacional gr, criado pela Terra [Observando as relagoes
(2.7) vemos yue o campo gravitacional eriado pelo Sol é muito maior due o
criado pela Terral. Pelas relagoes (2.6) e (2.7) podemos escrever (usando a
notacio vetorial)

Fr=m3g : :
TS - (2.8)
Fs=Mgr.

Consideremos. agora, que um agente qualquer afaste o Sol de sua posigio.
Sobre ele, entdo, atuard uma forga diferente da anterior, pois o Sol estara
numa posicio onde o campo gravitacional terrestre possui valor diferente. }4
sobre a Terra, levard um tempo de r/c¢ (onde ¢ é a velocidade com que a
perturbagio do campo gravitacional solar levard para’atingir a Terra) para
que percebamos as influéneias do deslocamento do Sol. Admitindo que ¢ seja
igual a da velocidade da luz (300.600 km/s), temos que este tempo, para a
distancia de 150 milhdes de quildmetros, é de aproximadamente 8 minutos. A
Figura 2.4 procura dar uma visao da perturbagao do campo gravitacione! se
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Figura 2.3; Linhas de campo gravitacional.

v ’

oy

]
3

propagando. Portanto, admitindo que a interago gravitacional se propague
com uma velocidade igual & da luz, teremos que durante 8 minutos néo serd
verificada a terceira lei de Newton, isto &, Fr # —Fjs.

O exemplo que acabamos de discutir é apenas para entendermos um pouco
melhor o conteido da terceira lei. Na verdade, durante o nossc curso, nao
chegaremos a usar a particularidade acima descrita. O fato de haver uma ve-
locidade luziite para a propagacio das interagdes {verificada cotn o advento da
Relatividade Especial) levou Einstein 4 conclusie de que a teoria da gravita-
cao de Newton (que, diga-se de passagein, era uin sucesso total) precisaria ser
reformulada. A reoria relativistica da gravitagio, chamada de Relatividade
Geral, fol desenvolvida por Einstein (o que levou cerca de treze anos).

Uma outra oxcessdo para a terceira lei de Newton, que também nao dis-
cutiremos aqui, vem da forca magnética. Neste caso, parie do momento do
sistema fica armazenado no campo magnético (veremos detalhes sobre iste no
Capitulo 14).

Nos capitulos a seguir, veremos alguns exemplos gerais sobre aplicagio das
ieis de Newton. Para finalizar esta pagte; falemos um pouco sobre a regiao
de validade da Mecédnica Newtoniana, ou seja, onde as leis de Newton podem
ser aplicadas seguramente para descrever o movimento. As leis de Newton
sao vilidas para corpos de massa grande (comparativamente s massas das
particulas elementares) e velocidades baixas (ccmparativamente & velocidade
da luz). A tabela 2.1 esclarece o que foi dito, bem como menciona quais
as teorias fisicas que explicam os fenémenos fora da regiao de validade da

a
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Mecénica Newteniana. Nesta tabela, tomamos como referéncis a massa do
elétgon m, = 9,11 x 10-31 kg, e o simbolo ~ estd signiticando “zlgo da mesma
ordem de grahdeza”.

Figura 2.4: Deformac3o no campo gravitacional se propagando. A perturbacio
corresponde 3 regido entre as duas circunferéncias demarcadas na figura.

- .

Tabela 2.1: Campos de atuacao das teorias fisicas.

U< C [ 4
DOMINIO TEORIA RELATIVISTICA
™m 3 e
NEWTONIANO (EINSTEIN}
TEORIA QUANTICA TEORIA QUAXTICA
. Mmoo~ e
Na0 RELATIVISTICA RELATIVISTICA
|
1




CAPITULO 3

- Movimento sob intera¢3o gravitacional

N\

Como vimoes, o movimento de uma particula nos referencieis inerciais esta
relacionado As interagges que atuam sobre ela. Se ndo hd nenhuma interacio,
ela ou flca parada ou desloca-se em linha reta com velocidade constante. Caso
contrario, o movimento poderd ser acelerado (se a resultante das forgas de
interagédo for diferente de zero). Neste capitulo vamos estudar os movimentos
para o caso da forga de interagio gravitacional,

Toda a fisica necessdria para isto j4 foi apresentada a vocé. Ela é consti-
tuida pelas leis de Newton e a lei da gravitacio (também devida & Newton),
dada pela expressao (2,2). Assim, j4 estamos aptos a lidar com tais tipos de
problema. Ndo ha mais nada a ser apresentado.

3.1 Movimento préximo & superficie da Terra

Estes sao movimentos tais que

r=R+h=R. (3.1)

4
- onde R é o raio da Terra ¢ h é a distancia da particula & superficie da Terra
(R > h). O campo gravitacional terrestre para este caso é aproximadamente
constante e dado por [veja sec@o anterior, mais especificamente as expressies

(2.6) e (2.7)]

gT=G-J;—§ ~8,8ms 7. (3.2)

onde usamos os valores numéricos

17
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G = 6,67Tx10 1 mis=%g!
mp = 5,98 x10%kg,
R = 6,37x10°m

(estamos trabalhando no sistema internacional de unidades). O resuitado
acima, com certeza, é bem conhecido de vocés.

Entao, a for¢a que atua sobre uma particula préxima i superficie da Terra
¢ dada por [veja expressao (2.2) —lei da grav{ltagao de Newton]

—{9.8mp) 7, (3.3)
onde m, é a massa da particula em quilogramas (conseqiientemente, F esta
em Newtons).

Seja o seguinte exernplo. Consideremos uma pedra sendo atirada do topo
de um edificio de 30 metros de altura, com uma velocidade de mddule 5 m/s
e formando um &ngulo de 60° com a horizontal. A Figura 3.1 mostra mais ou

menos a {rajetdria seguida pela particula (uma pedra perante a Terra pode
ser tratada realmente como uma particula)!,

Figura 3.1; Pedra atirada do topc de um edificio.

Vamns calcular a velocidade? com que a pedra atinge o solo. onde isto

!Nao € necessdrio saber de antemao alguma coisa sabre a 4rajetéria da partivula pelo
contriario. As leis de Newion, juntamente com a lei da gravitucfo, dar-nos-ao isto. A
trajetdria tracada na Figura 3.1 ¢ apenas uma ilustragio, ‘

!Quande falamos em velocidade, sem neshuma observagao, fica claro que estamos nos
referindo a grandeza vetorial.
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ocorTe, em que instante atinge & altura mdxima, a equagao da trajetdria e gual
deveria ser o angulo com 2 horizontal a fim de termos um alcance horizontal
méximo (se vocé pensou em §5” nao estd cerfo),

Provavelmente, vocé ja resolveu exercicios deste tipo e sabe resolver este
também, usando uma meia dizia (talvez mais) de equagoes. Vamos aqui usar
a fisica. J4 dissemos a vocé qual é. Primeiramente, temos de colocar um
sisteina de coordenadas para referir os dados do problema. Em principio, po-
demos eolocé-lo gnde desejarmos. Enfretanio, ¢ clare, existem alguns mais
_adequacios. A Figura 3.2 mostra-nos alguns. Todos eles sio igualmente fa-
vordvels para a fesolugdo do prublema Usaremos o primeiro. Ficard como
exercicio vocd resolver este mesmo problema considerando os outros.

Mais uma observacao. Todos estes sistemas de coordenadas estdo loca-
lizados no referencial Tetra. B este um referencial inercial? Claro que néo.
A Terra ¢ um referencial acelerado, principalmente porque possui um movi-
mento de rotacéc em torno de seu eixo. Ha outros movimentos de menores
efeitos que si0 em torno do Sol, em torno do centro da galdxia como parte
do sistema solar etc. Em termos praiticos, conseguir um referencial inercial é,
como vocé Ji pode estar notando, algo praticamente impossivel. O que ocorre
¢ que existem referenciais que sao aproximadamente inerciais para o
tipo de movimento que estamos tratando. Isto é o que se passa para
o presente problema, onde podemos considerar a Terra como um referencial
aproximadaments inercial.

Durante o movimento, atua sobre a particula sé a forca gravitacional (es-
tamos desprezando a resisténcia do ar). De acordo com o sistema de eixos que
estamos utilizando, temos (veja expressio 3.3)

]

o

F=—{10m,)3, (3.4)

onde m,, é a massa gravitacional do corpo (em kgj. thdln()b tomando o campo
gravitacional terrestre com o valor aproximado de 10ms™ 2 a fim de simplifi-
car o trabalho algébrico. Trabalharemos neste problema com dois algarismos
significativos.

A forca I que aparece em (3.4) € uma forga resultante. Entao pela segunda
lei de Newton

- dv
¥ = m, ;f; . (35)

Aqui, m, é 2 massa inercial. Podemos dizer que a fisica principal do probiema
esta contida nas equagoes (3.4) e (3.5). Daqui para a frente faremos os desen-
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volvimentos e interpretagao dos resultados {0 qug nac deixa de ser importante
- veja 0 diagrama no inicio do Capitulo 2).

Figura 3.2: Exemplos de sistemas de coordenadas.
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Combinando estas duas equacées e tendo em conta ¢ que falamos no Ca-

pitulo 2 sobre a equivaléncia entre massas inercial e gravitacional, obtemos3
dii -
— = —107 36
5 J; (3.6)
cuja solucao &4
U(t)=—1027+7,, (3.1

onde 7, ¢ a velocidade no mstante ¢ = 0 {quando a pedra esi4 saindo do tepo
do prédio). De acordo com os dados da Figura 3.1, temos

3A Eq. {3.6) permite a detciminagdo experimental do cainpo gravitecional terrestre. Ela
¢ igual 3 aceleragio que um corpo adquire em queda livre.
“Observe que, realmente, derivando-se (3.7} em relagao ao tempo obtém-se (3.6).
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E(Oj=i~'0:5c0360°£+559n60°j=-g-i—{-s\{gj'. (3.8)
2
Substituindo (3.8) em {3.7), encontramos
5 5 ‘
F) =25 ¢ (ﬁ - 10t) 5. (3.9)
T2 2
Como 7 = di/dt. obtemos também
B BB R
T(t)—5t2+(‘7t—5t)j, ) (010)

onde a constante 7, = 7(0) é zero, de acordo com as condigoes iniciais do
roblema. ‘
Para calcular o instante em que a pedra atinge o solo, usamos a informagao
de que isto ocorre quando a componente y de 7 vale —30 metros. Portanto,
da equagio {3.1G) tiramos

5./3
40:%%59. (3.11)

H4 duas solugdes para este instante,

t=20s e t=-21s. (3.12)

E no instante ¢ = 2,95 que a pedra atinge o solo. Por quc o valor £ = -2, 15
nao serve? O que significa este tempo negativo?

Entéo, a pedra atinge o solo a uma distancia horizontal de [basta tomar a
componente x de 7, dado por (3.10), e fazer ¢ igual a 2,8 5]

5 - ;
m=§x2,9:?,3m. (3.13)

A velecidade neste ponto é |[diretamente calculada a partir da equagao (3.9) —
veja Figura 3.3]
L _ 5. 753
T=—
A ( 2
Passemos agora ao célculo do instante onde a particula atinge a altura maxima.
Isto ocorre, obviamente, quanto v, = 0. Assim, da equagao (3.9) temos

5v3
—10t+7‘/_=0 = £=0,435. (3.15)

—29)j= (2,51~ 257) m/fs. (3.14)
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Figuia 3.3: Pedra ztingindo o solo.
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A equagdo da trajetdria j4 estd dada por (3.10). Ela é uma equagéio expressa
em termos do pardmetro £. Entretanto, se desejarmos uma equacio do tipo y =

o . s i g o .
f{z) podemos cbté-la diretamente da propria equagio (3.9), convenientemente
escrita como

= t
X z,

3.16)
3 (
y:—_zitﬁfitz.

Ut nolen

Eliminando o tempo entre essas duas equagdes, vem

y=—0,80x"+1,7z, (3.17)
que é a equacdo de uma pardhola. '

Traternos finalmente do angulo com que a pedra deveria ter sido arremes-
sada (em lugar dos 60° do problema) a fim de termos um alcance maximo,

Chamermos este angulo genericamente de §. Assim, em lugar de $3.10), é facil -

conclulr que o resuitado deve ser

7(f) =5 cosfti+ (Ssen bt — 5¢%) 5. (3.18)
Observe que fazendo 8 = 60° obtém-se o caso particular da Eq. (3.10). Pelos

dados do problema, g particula atinge o solo em y = —-30m. Assim,

N )
- 30 = —5#? 4 5sen ¢ = t= senf + ;en 6+24.

(3.19)
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Por que 180 consideramos o instante hegativo? Substiruindo o valor acima de
¥ na expressio de z(f), vem

senf + vsen?d + 11
2

5
= 3 (sen@ cosf 4 cos 0 v/ send + 2-1) .

r = 5cosd

(5.20°

Por esta expressio, vemos que r € uma funcao de #. Temos entdo win problema
onde querernos saber qual o valor de # para termos z maxime. Assim, fazemos

dx
@_0
I

sen & cos @
cos? 8 — sen?f — sen 8 v'=en26 + 24 + cos § # =10
Veen2d + 24
i

(cos? @ — sen?0)vsen?d + 24 — sené (21 + senf) + senfl cos? 6 = 0.(3.21)

Pcla natureza do problema. esta condicao esta relacionada a 2 maximo, pois
minimo ¢ claramente zero. Deixemos tudo em termos de sen €. E 36 questao
de ym PEGUEnND trahalho gleébrica chegar a

Wsen®f=1=9=11°. (3.22)

que nao ¢ 45% como muitos esperavan. ,

Qual deveria ser o dngulo para © alcance ser mdximo se a pedra atingisse
o solo em y = 0, isto &, se ela fosse lancada no nivel do solo? (Agora sim vocé
deve achar 45°.)

Acabamos de estudar um exemplo de movimento préximo a superficie da
Terra. Neste caso, a lei da gravitagao de Newion A

Fe=m,g ; (3.23)

¢ usada com § = —9,87 m/s”. Erroneamente, a expressao (3.23} ¢ muitas
vezes confundida com a segunda lei de Newton. A esta altura, vocé jd sabe
muito bem que segunda lei de Newton ¢ lei da gravitagdo {também devida a
Newton) nao s2o a mesna coisa.
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3.2 Movimento afastado da superficie da Terra

A Fsica para tratar este JLiPo de movigento é a mesma da gecdo enterior.
Nao hi nada de novo a ser acrescentado. Apenas temos de fazer algumas
adaptagbes as presentes condigdes.

Com ¢ uso da segunda lei de Newton e da lei da gravitagio, é posslvei
mostrar que as orbitas no meovimento planetéric sao, de uma maneira geral
{e nao apenas tomando a Terra como refleréncia), elipticas, hiperbdlicas ou
parabdlicas. Deixaremos este estudo, isto & mostrar que as érbitas podem ser
elipticas, hiperbdlicas ou parabélicas, para quando estudarmos os principios
de conservacao. Isto evita algumas dificuldades de ordem matemitica e fica
mais cémodo., Vamos discutir, nesta secfo, apenas dois exempios particulares.
Entretanto, acho importante que, mesmo sem resolver o problema geral, vocé
seja apresentado a ele, a fim de gue se tenha consciéncia de qual é a dificuldade
matematica de que estou falando.

Seja um cogpo de massa m em interacio com a Terra, mas afastado dela,
como mostra a Figura 3.4. A tnica for¢a que atua sobre o corpo é a forca
gravitacional,

F=-

o (3.24)

Como I é a forga resuitante, podemos usd-la na expressdo da segunda lei de
Newton, Assim, obtemos

2l
<

el (3.25)

Fazendo o mesmo comentério do exemplo anterior, frisemos que o uso das leis
fisicas termina aqui.

E possivel mostrar que o movimento é plane, Como naoc ¢ nossa inten-
¢ao, no momento, tratar todo este problema com detalhes, deixaremos esta
demonstragio para mais tarde. Substituamos, entdo, a expressao da acele-
ragio em coordenadas polares, que sic as mais apropriadas para o problema
(veja exercicio 1.5 e ndo se esquega de ler o comentdrio que fiz logo apés o
enunciado),

GM |
r

(F ~r8)F 4 (270 + 16)§ = - =

(3.26)

Da equagio acima obtemos o seguinte par de equacdes diferenciais:
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=]
&

figura 3.4: Corpo em interagdo gravitacional com a Terra.

- !
#—rg? %=0,

270 +18 =0. (3.27)

Como vemos, este sistema néo é de solugdo simples. Ele é formado por equa-
¢oes onde as varidveis r ¢ § aparecem acopladas. Como disse, voltaremos &
solugao geral do problema quando estudarmos os principios de conservacio.
Por ora. vamos discutir os dois exemplos particulares de que falamos.

O primeiro deles € o caso de movimento circular {r = constante). Fazendo
entao r = contante ras expressoes (3.27), vem

‘o GAf
rd” = —. (3.28)

rd

§ = 0. - (3.29)

O resultado dado por (3.29) diz que € (velocidade angular. geralmente cha-
mada de w) é constante. Temos entdo que o movimento, glém de circular é
uniforme (veja Figura 3.5), A quantidade 0P =wlréa conhecada aceleragio
centrlpeta

5 : . T -
Este é apenas um nome dado a esta aceleragde. I comum o est udante, ainda inexperient.,
achar que a0 ser multiplicada por uma massa ela corresponde a uma for¢a extra no problema.
Nao é nada diste, Espero que este nio seja o caso de vocés.
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Figura 3.5: Corpo em Zrbita circular em torno da Terra.

______

Usando que w = 2i/T {movimento circular uniforine). sendo T o perioda
do movimento, encontramos

472 .
2 3
=z (3.30)

A conclus@o acima constitui uma das chamadas leis de Kepler 9 do mmovi-
mento planetario, mais especificainente a terceira lei: O guadredo do periodo
de revolugdo € proporcional ac cubo do raio {caso de Grbitas circulares).

Para termos uma visdo um pouco mais quantitativa, consideremos que o
satélite esteja numa Grbita onde b = 3000&m. Como o raio da terra. vale
R = 64007m, é imediato obter que, para csta altura, T = 1h2%5min e g =
4,5m/s?.

Seja agora o segundo exemplo. Vocé sabe que jogando um corpe para
cima, ele vai até um certo ponto, pdra e, depois. volta. Aumentando-se a
velocidade inicial, ele atinge wn ponto mais alto. Deve existir. entao, uma
ceria velocidade inicial tal que, para velocidades superiores a ela, o corpo vai e
nunca mais volta (esta velocidide é chamada yelocidade de escape da superficie
da Terra) E este exatamente o oh jetivo do nusso exemplo. Queremos calcular
esta velocidade. Teoricamente, esta seria a velocidade capaz de fazer o corpo

%0 nome “leis de Kepler” se mantém por questao histérica. Elas resultam da teoria de
gravitacao de Newton e de suas leis de movimento,
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ir até o infinito e chegaudo 14 com velocidade nula. Veja a Figura 3.6, onde
apeiece ¢ corpo numa posigic do movimento, afastando-se du [ena.

Figura 3.6: Corpo afastando-se da Terra.

atd
}
>

=4

Com o uso da segunda lei e da lel da gravitacho, obtemos

dv Mm .
-G —1 {3.31)
dt r2
{(que é a fisica do problema). Como no exemplo anterior, os resultados nao
dependerac da massa do corpo. Tende em conta que 0 movimenitc é em uma

dimensao e ¥ = v, nAc precisamos usar a notagio vetorial. Assim, temos

dv GAL

— = 3.32

dt T2 (3.32)
Observe que esta equagio também poderia ter sido obtida a partir da relagao

geral (3.26), fazendo-se § =constante.

Do jeito como esté, a equagao acima ndo dé para ser manuseada, pois ela
centém trés varidveis (v, fem. Vamos reescrever o lado esquerds de (2.32)

convenientemente, a fim de eliminar a varidvel ¢. Usando a regra de derivagéo

e cadels, vem -

dv  dvdr
dE drodt
= ?«;_s. (3.33)
r
Combinando (3.32) e (3.33), encontramos
j‘r’ ——(TI : (3.34)

A solugao desta equacdo é uma mera questio de integracao.

e 20 GM ™ JfoG M _
vdv = — GM iifi::f‘l' =" :fvoz‘/———. (3.35)
?" 2 |v¢, T R R

Yo
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Tsta € a expressao da velocidadc de escape. Substituindo os valores numericos
(G = 6,67 x 10711 m3s™2kg™!, M = 598 x 16¥ kg ¢ B = 6,37 x 105m),
encontraimos

v, =1,1x 10" m/s ~ 40000 km/h. (3.36)

Esta é realmente a velocidade aproximada que uma rave espacial, por exempic,
deve ter para se libertar do campo gravitacional terrescre.

No caso da Lua, onde My = 7,35 x 102 kg e Ry = 1,74 x 10%m, esta
velocidade seria bein menor. ’

vy = 2,4 % 10° m/s ~ 8500 km/h . (3.37)

Vocé jd viu algum filme sobre as viagens do Projeto Apolo? Vocé reparou
na facilidade com que os astronautas safram da Lua comparativamente com
a Terra? Os resultados acima explicam isto. Eles explicam também porque
a Terra consegue manter uma atmosfera e a Lua ndo. No caso da Terra, a
velocidade (térmica) das maléculas de ar é menor do que 40000&m/h e ,no
caso da Lua seria maior que 8 500 km/h.

3.3 Movimento no interior da Terra

O titulo desta se¢@o parece um pouco estranho, mas vocé vai ver que faz sen-
tido e é algo também interessante. Vimos inicialimente movimentos nrégimos
a superficie da Terra. Em seguida, discutimos um pouco os movimer;tcs afas-
tados dela. Agora. vamos considerar um exemplo de movimenio dentro da
Terra. Seja um metré (talvez do future) passando pelo centro da Terra, coma
mostra a Figura 3.7. Consideremos que o frem tenha partido do repousd“'d.é-
um ponto situado na superficie da Terra (estacio do metrd). Estamos (iue—
rendo saber a equacdo de movimento e quanto tempo levard para atingir a
outra extremidade (por exernplo, uma viagem Rio — Téquio).

Quanto a fisica a ser usada, nada muda em relagdo aos casos ja discutidos.
Pela segunda lei de Newton e pela lei da gravitacao, chegamos a

i=7, (3.39)

onde g ¢, agora, o campe gravitacional dentro da Terra. Precisamos saber a
expressao deste campo. Imediatamente, & f4cil concluir que § nae pode ser o
mesmo da superficie, isto € — 9,87 m/s? (7, como j4 vimos, é o unitirio na
diregao radial, apontando para fora), nem ter a mesma eXPressao para pontos
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Figurs 3.7: Metrd passando pelo centro da Terra.

7!

METRO

externos, —( GM/r?}F. Observe que, por questdes de simetria, g deve ser zero
no centro da Terra . Vamos entdo, primeiramente, deduzir a expresséo de §
para pontos dentro da Terra.

Consideremos a Terra com uma distribuigio de massa esférica e homo-
génea. Procuraremos fazer este cilculo de forma sistematica. Comecemos
calculando o campo gravitacional devido a um anel de massa Af e raio R,
para um ponto do eixo de simetria do anel como mostra a Figura 3.8 (¢ pe-
dido como exercicio para calcular diretamente o campo gravitacional criado
por wine. casca. esférica. com o uso de coordenadas esféricas). A guantidade dg
é o campo gravitacional criado pela massa dAM, que sabemos ser dado por (em
médulo) ,

dif

491 = € g (339)

No célculo de § criado pelo anel, é ficil perceber que a componente {dg| sen «

" ndo dar4 contribuigao (para cada elemento de massa dM do anel hé um ele-

mento simétrico do lado oposto). Assim, podemos coneluir que

) o ) dM z
§ = —kfldgimsa=—k[GRg+;z\/m

Al
- z - Z
= —kGW[) dﬂI:“kGﬂ[w (31U}

Este é o campo gravitacional criado por um anel de massa M e raio R para
pontos sohre o seu eixo de simetria. Colocando uma particula de massa m
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Figura 3.3: Campo gravitacional criado por um trechs de massa dM do circulo,

i

\dg
&

num ponto deste eixo, ela sofrerd uma forca dada por mg (lei da gravitagio),
onde § é dado por (3.40). Vocé poderia dizer, qualitativamente, o tipo de
movimento desta particula?

O cdleulo de § para pontos fora do eixo de simetria é um problema compli-
cado. Ele cai na resolucao das chamadas integrais elipticas que, quase sempre,
50 podem ser feitas por métodos numéricos. E ficil perceber também que o
campo gravitacional do planeta Saturno tem de levar em conta contribuicdes
(etnbora pequenas) do tipo acima mencionado, devido & presenca dos seus
anais.

Agora que sabemos o campo gravitacional criado por um anel, calculemos
entao o campo gravitacional criado por uma casca esférica. Ela pode ser vista
como a superposigao de varios anéis (veja Figura 3.9) A contribuicdo do anel
de raio = no ponto  é dadc por (utilizando diretamente a relacdo 3.40)

=y 7
(2 + (r — y)2p2

dj = ~ GdM

onde dM € a massa do anel. Ela corresponde & superficie lateral de um
tronco de cone, gerado pela linha de comprimento ds. Assim, considerando
que Af/47R? é a densidade superficial de massa da casca. temaos

M Mzds

Combinando as expressoes (3.41) e (3.42), vem
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(3.41) -

{r— y)zds 4
2R (22 4 (r — ) 23/2

dg = — CM (3.43)

Vamos expressar todas as varidveis que aparecem na relariio (3.43) em termos
de uma sé. Escolhamos a varidvel 8, que estd especificada na Figura 3.9,
Obtemos, entao,

send (r — R cos0)df .
2R+ 72 - 2rRcosO) M2

di = —GAf (244)

Figura 3.9: Esfera como superposicio de vitios anéis.

;

-
-~ R
Ld

1

P

4”“

|
|
i
0

O campo gravitacional § é portanto dado por

_— GAlr 7 gen d 46

9= 773 _’"/o [R?+ 72— 2rR cos 93/2
G_’\!'R, = senf cos@ de
Ty T fo (72

34D
+ 12— 2rR cos §3/2° (3:43)

A resolucio das duas integrais que aparecem na expressao acjma ficard como
um exercicio. ) resultado é
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2 >R
T — s = T
/ senf g _ 2 r(r? — R (3.46)
o [R?+72—2rR cosd]3/2 . 2 r< R ’
L R (R2 - ) /
T n*gR“; r> R
f send cos § df B J r2(r2 — R?) (3.47)
o |[R247r2-2rR cosf¥z 2r re R /
‘'l p2 (R2 - 'r?)
Substituindo (3.46) e (3.47) em (3.45), encontramos
a) Para pontos externos (r > R),
- GM |

Como podemos observar, o campo gravitacional de uma casca esférica de massa
M, para pontos externos, é anélogo ao campo gravitacional criado por uina
massa pontual M localizada no centro da casca. E entdo ficil perceber que o
campo gravitacional eriado por uma esfera homogénea (uma esfera é a super-
posicio de virias cascas) apresenta as mesmas caracteristicas para pontos no

seu exterior. Alids, ja haviamos feito uso desta propriedade intuitivamente em

algumas oportunidades.
b) Para pontos internos (r < R)

g=0. (3.49)

A casca nao cria campo gravitacional em seu interior. Se colocarmos Uma
certa massa no interior da casca (onde quer que seja), ela nao ficard que1ta a
nenhuma forca gravitacional.

Agora, podemos voltar ao nosso problema inicial. Observando a Figura
3.7, é facil concluir que o metrd sofrerd interacao gravitacional devido 4 massa
subentendida pela esfera de raio r (a camada que vai de r até R nao exerce
nenhuma forga no metré). Assim, o valor de § para pontos situados a uma
distancia r do centro da Terra (r < R) é dado por

- GM

g=— okl (3.50)
onde M’ é a massa subentendida pela esfera de raio r. O relacionamento
entre M’ e M pode ser diretamente obtido. Considerando que M/iwR3 ¢ a

densidade volumétrica de massa, temos
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M oa . M3
il - 3 = —"

M = T 3 T T (3.51)

- _ﬁf‘T' N R3 - (352)

Como estamos vendo, 0 campo gravitacional 1o interior da superficie da Terra,
cresce fom a disténcia a0 seu centro, cc..trariamente cowm o8 ponios no exterior

- onde § decai com 72 (obscrve que, realmente, § = 0 no centro da Terra).

Substituindo (3.52) em (3.38), obtemos

GM
- — -—11?3_. r
Ou seja, sobre 0 metrd atua uma forca resultante que 4 do tipo da que atua
sobre uma massa presa’a uma mola, istc &, proporcional ao deslocamento e de
natureza restauradora. O metrd descreverd portanto um movimento harmo-
nico cimples (o movimento harménico simples sera estudado com detalhes no
Capitulo 5).

Ceomo o movimento é sempre numa mesma direcho, podemos escrever

=01

(3.53)

dv .~ GMr dv GMr
ET——TT:}EE——?. (3.64)

De acordo com o que j4 fizemos anteriormenie (veja Segao 2), temos

.

dv dr GMr GM ¥ GM [ .

@ = u N = pdy = — g rdr = ] vdy = — 0 j’; rdr
v2 GM ;_, GM

_ — — - 2 e [
Ry (R r ) = v=y (R r ) . {3.55)

Observando ¢ resultado dado por (3.55), vemos que o metrd nao roderd ir
além de r = R, pois o médulo de % (ou de qualquer cutro vetor) nao pods ser
imagindrio. A velocidade maxima ocorre em r = 0 e é dada por v = \/G{ /R,
que é \/2 vez>s menor aus a velocidade de escape de Terra (veja relagio 3.25).
Calculemos agora a 2xpressdo de r(t). Ta relagio (3.55), obtamos

dr GM dr fGar
2_ =
-V (R r) = g 73 dt. (3.56)
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Para resolver esta integral, fagamos a substituicdo trigonoméirica r = Rseng
{cun 0 intuito e eliminar o radical). Assim,

GM , Gt
dip = BT dt = o= 5 t 4 const. . (3.57)

Voltando &s varidveis de iniciais, temos

[GA | : GAf
(y )-

r
arc sen — = {{ ——1t 4 const. = r = =
yal \/ e + r = Rsen 3 + const.

Como para t = 0, r = R, a coustante da relagio anterior deve ser portanto
7/2. Assim,

GM A :
r(t) = Rsen ( N t+ 5) . (3.59)

que ¢ a equagdo de movimento do metré. A quantidade \/GM/R3 & a freqiién-

cia angular. Isto ¢,

o ey GM
w = 7=\ {3.60)

onde T ¢ o periodo do movimento. O tempo de viagem &, portanto, meio

periodo. Substituindo os valores numéricos na relacao acima encontraremos -

que ¢ tempa de viazem € apenas 42 mingkos!

» Exercicios

3.1. Discutir o exemplo da Seg3o 1 considerando os outros sistemas de eixos
mostrados na Figura 3.2

3.2. Um corpo ¢ atirado sobre um plano ihclinado com uma velocidade inicial
de médulo igual a 5 m/s, como mostra a Figura 3.10. Quat o alcance, computado
sobre a superficie do plano inclinado? Com que velocidade a particula atinge 2
superficie do plano? Qual deveria ser o ngulo do vetor velocidade com o plano
para haver alcance maximo?

3.3. Qual deve ser a altura em relagdo & superficte da Terra para que o campo
gravitacional seja 1% menor do que aquele medido sobre a superficie?
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Figura 3.1G. Exercicio 2.

3.4. A que altura um satélite de comunicagdo deve ser colocado em orbita,
no plano do equador? Qual é o valor do campo gravitacional nos pontos desta
érbita? ’

3.5%, Calcular o campeo gravitadonal no interior de um buraco esférico de uma
distribuicio de massa homog€nea, também esférica, de densidade p, como mostra
a Figura 3.11. Compare com o caso particular da casca esférica discutida no texte.

Figura 3.11: Exercicio 5.

7D

N

3.6. Considere o dispositivo de massas mostrado na Figura 3.12, onde m e !’
s30 aproximadamente massas pontuais. Quais as forcas que atuam em Al, m e
?
m

3.7. Calcule o campo gra\‘/itadanai eriado por um disco de raio R e massa M
para pontos sobre o eixo de simeuria perpendicular ao disco Jveja Figura 3.13).
Para pontos onde z muito grande perante R, o disco parecerd um ponto. Fana
esta aproximacio no resultado que vocg encontrou e verifique se & obtida a relag3o
do campo gravitacional de uma massa pontual.
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Figura 3.12: Exercicio 6.

Figura 3.13: Exercicio 7.

Calcule, depois, o campo gravitacional criado por uma esfera de massa A e
raio /7, para pontos fora da esfera, fazendo a superposicio de vdrios discos, .

3.8. Resolva as integrais {3.40} e (3.47),

3.9%, Calcule o campo gravitacioral criado por uma casca esférica de rajo I e

massa MM, para pontos dentro e fora da casca, usando diretamente coordenadas:

esféricas.

3.10. Mostre que o movimento do metrd da Figura 3.14 (desprezando o atrito)
€ também harmdnico simples. Calcule o periodo do mavimento e compare o com
o obtide no texto. :

3.11. Vocé viu que o campe gravitacional criado por uma massa M, distribuida
uniformemente ao longo de um anel de raio R, para pontos do ¢ixo de simetria =,
é dado por [veja expressdo {3.40)]
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Figura 3.14: Exercicio 10.

:
H

. GMz i
,gz_(RQ_}_:'Z)l}/Z '

a) Verifiue se este resultado é consistente com o campo grawitacionai criads
por uma massa pentual fazendo z 3 K.

b) Uma massa m {m < M} é solta do repouso c’ie uma altura h do eixo de
simetiia z. Calcule a velocidade v emfuncdo de z. E possivel, desta expressao,
dizer, qualitativamente, come vai ser o movimento?



capituro 4

Movimento considerands tcrcas de contato

No capitulo anterior, estudamos mo.imentos s6 levando em conta a forca
gravitacional. No presente capftulo, vamos estudar movimentos onde apa-
recem, também, forcas devido ao contato do corpo com um objeto qualquer
do <istema. Conforme diseutimos no Capitulo 2, estas forcas sao de natureza
eletromagnética, pois elas s8o decorrentes da interagio entre os dtomos das
“superficies” em contato.

4.1 For(;a de tensdo e forca normal

Estes sao casos bem comuns. Consideremos, por exemplo, um corpo de massa
M preso a uma corda e este fixa no ponto superior, pendendao verticalmente,

L o mmnlid m s a snr Tae am e el L e Tl RTINSy
LAIG Q4GITnss BLRL 5;.;;\.,; (LIS RAE IR VIS B St P HV e nSiGCICITNSSG vl Sdan \l o

8 massa da corda nao seja desprezivel (veja Figura 4.1}, Vamos aplicar as leis
de Newton ao corpo (massa M) ¢ & corda (massa m). Para tal, precisamos
saber com quern eles estio interaginde, pois, s assim, poderemos identificar
as forcas que atuam sobre eles. Nao é dificil fazer isto, mas requer um pouco
de atencio a fim de nao colocarmos forgas que nao existem.

(O bloco interage com a Terra e com a corda. Esta interage com o bloco,
com a Terra e com o pino que a prende no teto. Assim, sobre ¢ bioco atuam
duas forcas e sobre a corda trés. A Figura 4.2 mostra essas forgas com detalhes.
E importante observar a utilizacao da terceira lei de Newton. Por exemplo, na
interacao entre o bloce e a corda hd uma forga no bloco e outra na corda (T
e —T). Elas possuem ¢ mesmo médulo, mesma direcéo e sentidos contrarios.
O mesmo ocorre nas demais interagdes (no caso da interagio com a Terra, a
outra for¢a estd no centro da Terra). .

- Apora, com o uso da segunda lei de Newton, podemos relacionar essas for-

30
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gas. Tanto o hloce como a corda cstio em Tep0Isy, 1sto €, possuem aceleragdo
zero. Assim (us forgas estdo todas numa finice dim ANSAN, 180 VAMOS e crever

a notagao vetorial explicitamente)

T-Mg=0,

T"-mg-T=0. (4.1)
Varos aproveitar para fazer duas observagdes: Na primeira das relagSes acima,
encontramos que T = Mg. Isto leva muitas vezes o estudante a concluir,
erroneamente, que a forga na corda é a reagao do peso. Pelo que explicamos
anteriormente, e pelo que estamnos falando desde o Capitulo 2, espero que este
nao seja mais u caso de vocds. A outra observagio refere-se 3 segunda das

equaces (4.1). Note que a forca que a corda exerce sobre o pino é diferente

da que ela exerce sobre o corpo. Elas 6 seriam iguais {em médulo) se a massa
da corda fosse desprezivel.

Figura 4.1: Bloco pendurado niima corda,

Llreirrs

i

@M

Thua outra forca de contato aparece quando o corpo estd colocado sobre
uma superficie. Consideremos como exemplo inicial um bloco de massa Af
colocado em repouso sobre uma mesa. Veja I'igura 4.2, onde marcames as
forgas que atuam sobre o bloco. Sao duac for¢as. Uma proveniente da interagao
corr a superficie, que estamos chamando de N (forga normal), e outra da
interagio gravitacional com a Terra. Onde estio as reacoes dessas forcas?
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Figura 4.2: Forgas quc atuam no bloco e nz corda.

nig

Figura 4.3: Bloco colocado sobre uma superficie.

Mg

4.2 Forcas de atrito estatico e cinético

A interagdo entre o bloco ¢ & mesa pode ser mais geral do que 0 caso consi-
der=do acima. Podc haver também uma componente horizontal, que é a forga
de atrito. No caso da Figura 4.3, mesmo que haj» atrito entre as superficies,
a forga de atrito & nula. Elasé aparece se empurrarmios o ¢orpo sobrs a mesa,
entrando cle ou ndo em movimento. Vamos iniciulmente supor que tpnhgmos
dado um empurrlo no corpo tal que ele tenha cntrado em movimento. £ um
fato da nossa experigneia didris que o corpo iré parar num determinado ins-
tante. Isto se deve prin ipalmente 2 fora de atrito entre o bloco e a mesa, que
< chamada de atriic cinético. A Figura 4.4 mostra um instante do movimento
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do bloco, quando ele estd com uma certa velocidade 7.

S

Figura 4.4: Bioco em niovimento sobre uma sugerficie com atiitz,

Yy M,g . !
~ ----y
VA | i

- ~— T >

; i J . X

Fstamos chamando de f, a for¢a de atrito cinético. A expressao desta forca
é experimentalmente conhecida. Seu médulo ¢ dado por o

Jo= e N (4.2}

e 0 seu sentido estd sempre se opondo ao movimentol. A quantidade p, é
uma constante chamada coeficiente de atrito cinético. Esta constante depende

apenas da naturcza das superficies em contato {n&o depende, por exemplo,
das dreas destas superficies).

Este movimento é facilmente estudado com o uso da. segunda lei de Newton, -

De acordo com os dades da Figura 2d temns

Nj—Mgj=0 = N=1Fig, {4.3)

—

Jo=Md. = —pNi=Moi = Ma,=-pN. -{4.4)

Combinando estas duas equagdes, encontramos

Q= —[icG. (4.5)‘

Esta € a aceleracio que atua snbre o corpo?.
H4 um outro tipo de atrito chamado atrito estdtico, que ocorre guando
superficies em rontato nao possiem deslizamento entre elas. Entretanto, isto

134 no caso de atr'to cinético é que a forga re opdv ap movimeaty. No caso de atrito
estdtico, gque veremos daqui a pou-o, isto nem sempre acontece

*Nao seja tentado a ficar decorando estas férmuls. O que vocé deve procurar fazer é
entender a aplicagio das leis de Newion (corretarienie).
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nao significa, necessartamente, que ndo pnssa haver movinenio quarwdo & forga
de atrite cstatico estd atuando. Pode sim. Uim exc.nplo imediato é o de um
carro quando nao estd derrapando, isto €, quando o rolamento é perfeito. A
forca de atrito entre os pneus e o solo ¢ de natureza estdtica. Embora haja
movimento, nao hd deslizamento entre os pneus e ¢ sclo (movimento sem
derrapagen).

A forca de atrito estatico € dada por uma desigualdade

Jes e N. {4.6)

O porqué disto pode ser facilmente entendido através do seguinte exemplo:
Seja um bloco em repouse numa superficie. Sobre ele atuamos uma forga
horizontal F para tentar pé-lo em movimento, mas consideremos qua nao
estamos conseguindo. Na Figura 4.5, estio representadas todas as forgas que
atuam sobre o bloco.

Figura 4.5: Forcas que atuam sobre um bloco em repouse sobre uma mesa,

.Mg

o

Ne f, sio interagbes com a superficie. Al é a interacio com a Terra. A
forga Fﬂ.‘ come dissemos, é uma forga aplicada sobre o corpo. é a interagfo com
a pessoa que o ¢sta puxaando.

Por experiéncia prépria, sabemos que nio é gualquer forca que poe em
movimento um corpo em repouso sobre uma superficie (verifique isto tentando
empurrar uma mesa). Conforime F aurmenta, f; aumenta também (tal que
F=- f;) até um certo limite f;,mx). 56 a partir dal ¢ que o corpo comegars
a se deslccar. Isto explica, portanto, a desigualdade da relagao {1.6).

E também um fato cotidiano que apds 0 corpo catrar efm movirnenio é mais
facil manté-lo em movimento do que foi fazé-lo iuiciar. Isty sienifica que. para
uin mesmo par de superficies,

e S e . (4'7)
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Acho oportuno ratificar o ave {oi dilo na observacao sobre atrito cinético. i
comum ouvir-se dizer que a forga de atrito possui sentido contréric =0 do mo-
vimento. Isto é verdade, como vimes, para o ¢aso do atrito cindtica. mas nio
o €, necessariamente, para o atrito estdtico. Um corredor que se desloca ace-
leradamente para a frente é devido & forga de atrito estdtico que estd atua}ldo
em seus pés para a frente. : :

4,3 Atrito viscoso
;

Quando estudamos ¢ movimento sob interagao gravitacional, para movimentos
préximos & superficia da Terra, nio levamos em conta a interacio devido o
contato do corpo com as moléculas de ar. Vamos fazer isto agora. A natureza
desta interagao é, como j4 vimos, fundamentalinente eletromagnética, tendo
em conuta o carater microscépico do fendémeno. Macroscopmamente pode-se
chegar, através de experiéncias, & expressio da forga que atua sobre o corpo,
chamada de atrite viscoso.

f=—-bg, (4.8)

desde que a velocidade ¢ néo seja muito grande, pois podera haver contribui-
¢oes de termos nao lineares na velocidade. b é uma constante positiva (a forca
de atrito viscoso possui, portanto, sentido contrario & velocidade) que depende
de dois fatores: a forma do corpo (uma folha de papel caindo sofre efeitos di-
ferentes dependendo se est4 aberta ou amassada) e o tipo de fluido (para um
HLIESINO TOIPO € UMma mesina velocidade, UM mevimento na agua possui forca
de atrito viscoso maior do que no arj.

Consideremos um exemplo. Seja um corpo solto de uma certa altura pro-
ximo & superficie da Terra, a partir do repouso. As forgas que atuam sobre ©
corpo, durante seu moviments, estdo especificadas na Figura 4.5. A resultante

‘

c

F= (mg — bu) 7. (4.9)
Pela segun-a lei de Newton, vem
= av dv N ;
F —ma—maj,n (4.10)
pois ¥ = vj. Combinando (4.3} e (4.10), eucontramos
d
m = mg—by = mdv = dt, {4.11)

dt myg — bu
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Tazendo a integracao desta equacgio ¢ usando as condicoes de contorno espe-
cificadas ue inicio, temos

— t —b bt
_m[ bdv fdtélnﬂ——y=+*
[e]

= 1—‘.6_1?:8#_% = v(t :Eg(l—eig) (412)
mg b

Figura 4.6: Movimento vertical com atrito viscoso.

T y=0’ "‘0=0
be
L J
mg
Y

Notamos que para t — 2¢. temaos v = mg/b = constante. A forga de atrito
viscoso val aumentando com a velocidade até atingir um valor méximo.rque
é igual ao peso {isto ocorre teoricamuenie num fempo mhnitc). A partir dai o
carpo possui resultante nula e sua velocidade &, conseqlientemente. constante.
E 1sto que ocorre, por exemplo, com os paraquedistas.

T claro que o resultado dado por (4.12) deve coincidir com o casc particular
conhedido, v = gt, se fizermos b = 0. Verifiquemnos este ponto. Substituindo
este valor de b na relacio (4.12), notamos que uma indeterminagao ¢ obtida.
Esta indeterminagio é resolvida usando-se a conhecida expansao

P
=14z + — + T +
Ternos, entio. , )
5. 3.9
_ mg/s b 180
ut) = \1 -1+ w2 om? *ts 6 m3 )
‘ bt b2
- = - (4.13)
gt (1 2m | 6m2 )
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Fazende agora na relagio {4.13) b = 0, obtemos o rusuitado esperadoe. isto &,
»(t) = qt.

Partindo de v(t) dado por {4.12), caleule vocéd mesmo #(t). Vocé deveri
encontrar, para as condigoes especificadas na Figura 4.6, que

m m bt . :
y(t) = —gg(t—}—ge_?n‘ - -’;)3) (4.14]
Faca as aproximacdes t — ocoeb=0e uerlﬁqve se 0s restltados conhecidos
s30 obtidos.

Consideremos mais um exemplo envolvendo atrito viscoso. No exemplo
discutido na Segfio 1 do capftulo anterior, vimos que a equagao da trajetdria
de um corpo sob agio da forca gravitacional é uma parabola {quando a 1e-
sisténcia do ar é desprezada). Vejamos agora qual é a equacdo da trajetéria
quando levamos em conts esta forca de atrito. Consideremos o sistema de
eixos especificado na Figura 4.7, onde #, é a velocidade inicial (t=0). O uso
direto da segundz lei de Newton fornece

dif i
m—=— —
di mggy—ov
dv, dvy o . .
= m?d-tuz-{-md—tj =-—mgj~bu,i—buy,j.
(1.15)
Em termos das componentes, temos
dv, .
mes = bry, £4.16)
du, e _
g = g by, (1.17)
A partir de (4.16), calculamos v,(t} e z(t) Os resultados sdo
5
Vo (t) = vpy 7wt (4.1%)
me, ;
a(t) = =0 (1--e‘-?‘). (4.19)

Analogamente, usando (4.17) calculamos vy(t) e y(t).
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Figur. 47: Condigbes iniciais para o langamzntn do corpo.
¥
X
vy (t) = (W;g + voy) e mt— IZ_Q_ , (4.20)
2
- (T ) 1o ) 8,
y(t) = ( [ + b € b f
(4.21)

Eliminando o tempo entre (4.19) e (4.21), obtemos a equacio da trajetdria

2 hr
+Egb’)9:+ - mkl

ma
\bvu cos § muy 0056')

(4.22)

que ¢ algo ben mais complicado do que a pardbola obtida no caso sem atrito

V1SCOSO0.

» Exercicios

4.1%. Sejam trés blocos, cada um com massa M = 5kg e erh repouso sobre
uma mesa, como mostra a Figura 4.8, Existe um. coeficiente de atrito estitico

0,2 e cinético 0,1 para cada par de superficies.

a) Num determinado instante, uma forca de 25N é aphcada a0 corpe do meio.

Caleule a aceleragio de cada bloco.
b) idem para uma forga de 50N.

4.2. Seja uma curva de raio 200m. Considere que o plano da curva encontra-se
inclinado de 20° com a horizontal (a Figura 4.9 mostra um corte da curva). k
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Figura 4.8; Exercicio 1

=

possivel o carro fazer a curva sem o uso da forca de atrito? Explique. Qual deve
ser a sua velocidade,

Figura 4.9: Exercicic 2,

R=200 m

200

4.3*. Seja um bloco de massa m. apcnado numa superficie horizontal. Consi-
..... flime e n D o

Iy PR H
deie e O Lo iciente O Eirito CInClico ontrg s SupErnitiss, waluie FerE Qug

a forca F, capaz de fazer o corpo se mover com aceleracdo @, paralel2 ao plano,
seja a menor possivel (veja Figura 4.10).

Figurs 4.10: Exercicio 3.

L

4.4. Um peguero cubo de mass: m é cslocado no interior de um funit que
gira em torno de um 2ixo cone velocidade angular w. A parede do funil forma um
dngulo 8 com a horizontal. Seja i o coeficiente de atrito estitico entre o cubo e
o funil e R a distincia entre ¢ cubo e o eixo de rotacdo (veja Figura 4.11).

a) Faga um diagrama mostrando as forces que atuam sobre o cubo.
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b} Existem dois valores de w, um mdximo e um minimo, para que o cubo
permaneca em repouso relativamente ac funil. Calcule esses valores.

Figura 4.11: Exercicio 4.

sdmimaaRE L ha

4.5. 5Seja o dispositivo mostrado na Figura 4.12. O atritc entre o corpo A e
a superficie onde estd apoiado é desprezivel. Existe atrito entre os corpos A e
dado por ji. = 0,2. Qual deve ser a massa miima de C' para que ele nio deslize
sobre A? Dados: my = 5,0kg e mp = 2,5 kq.

Figura 4.12: Exercicio 5.

7
A P

Jj@.

4.6. O coeficiente de atrito entre a caixa A e o carro, mostrado na Figura 4.13,
vale 0,5, A massa da caixa é 2kg.
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a) Quais as forgas gue atiam sobre a caixa? Onde est3o as reagoes?
b} Quai 2 acelcsacao minima do carro (ﬂ da ca) para que 2 caixa nao caiaf

~ i 5 L £ _i n
woa a\..:..u:laydv cranoe \.fui: o unlnulu a |U|\..ca GE @uies SUITIENLE !

Figura 4.13: Exercicio 6.

F_—- —
— : ﬂ

NG

4.7*. Qual é a forga horizontal £ que deve ser aplicada ao conjunto rostrado
na Figura 4.15 de modo que my ndo se mova relativamente a M. Os dados s3o:
m1 =5,0kg, my=4,0kg e M = 21 kg. Despreze os atrites.

Figura 4.14: Exercicio 7.

s |

-

4.8%, Calcule a aceleragio de cada um dos bloces da Figura 4.15. Despreze os
atritos, as massas dos fios e das roldanas,

4.9. Unia massa grande M pende estaciondria de uma corda que passa por um
pequeno tubu e estd presa a Uma pequena massa m, que gira UM Movimento
circular como mostra a Figura 4.16. 3eja | o comprimento da corda entre = e
a extremidade superior do tubo. Calcule 6 e o perfodo de revolugio em termos
destes dados.

4.10. Duas massas m e uma terceira massa M estio ligadas corforme mostra a
Figura 4.17. O sistema pende do ponto A e as massas giram com uma velocidade
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Figura 4.15; Exercicio 8.

AN\
P I
»
| i
\"*-—___L_..—-’ I
|
M

angular w em tordo do eixo AB. A massa M fica estaciondria em B. Considera

-AC = CB = BD = D4 = |. Pergunta-se {cansidere como dados m. A/, g le

w)
a) Quais as forcas de tensio nos cabos AC ¢ CB?
b) Calcule o angulo 6.

. . . /
4.11. A Figura 4.18 representz a chamada mdquine de Atucsd. Calcule a
aceleracdo das massas m; e m> (suponha m, > ma). Despreze a massa da
roldana e o atrito desta com o eixo.

4.12. Um hcmem de massa A{ = 100 kg est4 subindo, juntamente com uma
plataforma de massa m = 50kg com uma aceleracio de médulo a = 5,0m/s?
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Figura 4,17 Exercivio 10.

Figura 4.18; Exercicio 11.

(veja Figura 4.19). <Calcule as for¢as que o homem exerce sobre a corda e a
plataforma, bem como a fcrga que a corda da polia exerce sobre o teto que a fixa.

4.13. Gotenha a express3o de y{t) dada por (4.14).
4.14. Obtenhz as expressdes (£.18) - (4.22).

4.15. Considerando bz < mu,,, obtenha a seguinte aproximac3o para a ex-
pressio (4.22)

g 2 bg 3

= tanfz — x°— x,
y 2v2cos20 3m ulcosdt
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Figura 4.19: Exercicio 12.

Assim, a equacio da trajetdria comega como uma paribola, mas conforme x vai
crescendo y decal mais rapidamente gue uma parabola. Mostre que a expressdo
do zleance para 2 aproximac3do acima é dada por

w2sen20  4vlbsen28sent
3 2

A=
g 3 myg

Qual deve ser 6 para termos alcance maximo?
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Movimentc de um corpo sob acio de uma mola

A primeira vista, este parece ser um caso muito particular de movimento.
Entretanto, vocés terio oportunidade de ver que a natureza geral dele (1180 0
€aso particular do corpo preso a uma mola) é bem ampla, ¢ um dos sistetnas
mais usados na Fisica. O exemplo que discutimos na Secio 3.3, do metid
passando pelo centro da Terra, € da mesma natureza do movimento que vamos
discutir ‘aqui. Um outro exemplo é o do péndulo simples, para oscilagoes de
pequenas amplitudes,

5.1 56 a mola atuando

Seja um bloco de massa m preso a uma mola como mostra a Figura 5.1. No
primeiro caso, a mola estd na sua posicio de equiltbrio (nao estd esticada nem
comprimiuda), ela nao exerce nenhuma tor¢a sobre o corpo. hia S0 exercera
uma forga sobre o corpo se estiver esticada ou comprimida. Estiquemos entao
a mola com o corpo até uma determinada posicac {veja a segunda das figu-
ras V.1) e a soltermos. A terceira figura mostra o sistema num: certo instante,
quaendo 0 corpo estd numa [osicao x em relacio i posigao de equilibrio.

Para estudar este movimento, vamos, como de praxe, colocar as forgas

- que atuam sobre o corpo. Desprezemos os atritos. Temos que o corpo possui

trés interagdes: uma com a mola, uma com a Terra e uma com a superficie
(no caso s6 a for¢a normal aparece, pois estamos desconsiderando o atriio).
Hs, pbrtanto, trés forcas ~tuando sobrs o corpo. Elas estio marcadas na
Figur« 5.2, unde estaros chamando de F a forga exercida pela mola.

A expressio da fora F é conhecida. Ela é dada por

F=—kai, (5.1)

55
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Figura 5.1; Corpo sob ag3o de uma moia,

I 1 om
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Figura 5.2: Forcas que atuam sobre o corpo.

g

onde r representa o deslocamento 2m relagao aa p01‘1t0~deffa(:1‘13ih:brio da1 m?la
{veja Iigura 5.1). U sinal menos que aparece a reiagdo (5.1) ¢ mportaiide.
Ele significa que a forga estd sempre voltada para a origem. Ela ¢ de natureza
restauradora, como esclarece a Figura 5.3.

Para tentar conhecer como é o movimento do corpo, vamos usar a s_Je,gundg
lei de Newton. Notamos gue, no case do sistemna que estamos descrevendo, F
é a forca resultante. Assim, a segunda lei de Newton nos dd

m-t-i—tiz-kzi. (5.2)

Como ¢ movimentc é sempre no eixo des z, podemos evitar a notagio vetorial

. - dv _ dur ~
e escrever simplesmente {pois & = 1)

m v =~ kr. (5.3)
dt
Poderiamos resolver esta equacgao como foi feito no exerplo da Setao 3.3, ou

seja, escrevendo %’f = %%‘% = %’u. Procedendo desta maneira, obteriamos pri-
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Figura £.3: A forca da mola é de natureza restauradora.
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meiramente v(x) e depois x(t). Entretanto, vamos aproveitar a opertunidade
para seguir outro caminho, matematicamente mais amplo, o qual voltaremos &
utilizar em outras situagdes neste mesmo capitulo. Vamos calcular diretaments
z(t) a partir de (5.3). Primeiramente, reescrevamos esta equagic como

d*z  k .
F+;ﬂ~m:0. (5.4}

Matematicamente, esta equacio é classificada como uma equacdo diferencial
linear ¢ homogénea. Comecemos explicando estes nomes. Uma equagao dife-
rencial linear € homogénea possui a seguinte forma geral:

Tu=10, (3.5}
onde T é um operador do tipo
an n—1 d .
T=E+&n-l(t)ﬁ+'“+01(t)ﬁ + g {t), (5.6)

¢ ¥ & uma funcae de t, cuja dependéncia explicita devers ser obtida a0 se
resolver a equacéo. O operador T, dado por (5.6), & dito cer de n-ésima ordem.
Portanto, a equagio (5.4) é uma equagdo diferencial de segunda order. QOs
coeficientes «;(t) sdo fungdes arbitririas de 2. No case do nosso exemplo.
eles s30 coustantes. DSsta particularidade torna a solugao da nossa eqiacgo
diferencial bem mais fici]. :

A denominacio linear vem do fate de o operador 7', dado por (5.6). ser
um operador linear. Um operador T € dito "near se

i (Clul -+ Cgug) =e1Tuy + caTus, (5.7)
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onde ¢1 e ¢y S0 constantes e u; e uy 530 fungocs. Por tltimo, a denominacio
homogénea esta ruacionada & forma darclagéc (5.5). Uma equagdc diferencial
I

... - -

v A T T 1
linee: nou homsoginca toric o cogmnte sspacin

Tu=wv. ' " (5.8)

Vamos agora resolver a equagio (5.4). Nao é dificil perceber que, num caso
geral, a solugho de uma equagao diferericial linear e homogénea, cujos coefici-
entes sao constantes, deve ser dotipo eM pois derivadas da fungao exponencial
geram-na novamente, O pardmetro A deve ser determinado convenientemente
a fim de que e seja realmente solugao da equagdo diferencial que estamos
querendo resolver. Substituindo entao x por e* na Eq. (5.4), encontramos

) .
AQEAt+£eAL=0 - (,\2+_) eM =10, (5.9)
m m

Esta relagéo serd verdadeira para qualquer valor de ¢ se

k -~
A2+—=0=>,\=ia:1/i, (5.10)
n m

14 dois valores de A que fazem com que e seja solugdo de (5.4). Ha
portanto duas solugbes para esta equagao. Nao & dificil perceber que, de uma
maneira geral, uma equagéio diferencial linear homogénea de n-ésima ordem,
com coeficientes constantes, possui n solucoes. As duas solugdes da nossa
equacio s&o: e"\/"'/_’“t e e_i\/l‘/_—m ! Devido ao fato de o operador ser linear,
podemos combinar essas duss solugdes numa tdnica solugao geral

Ao a = /1

- v

k

.k .
JEL —EY
r=geVm teoe Vm', {(5.11)
onde ¢; e cp sdo duas constantes que devermn ser determinadas de acordo com
as condicBes iniciais do problema.
Através de um pequeno desenvolvimento algebrico, podemos reescrever a

expressao (5.11) de uma outra maneira, através de duas novas constantes, que
serao mais apropriadas para o movimento que estamos estudando. Seja entio,
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~
L C":"E‘*_/;f-’-!'f-—serll E*
Yym ~ ° Vm ~

ko [k

+c¢a Cos —t—tczsenV—t,

m m

1k . k

= (61—3-62)(.‘05‘ —t—i—z(r;—cé}serl — t.
b

1

- (5.12)

Fazendo

¢1+ 2= Asena,
i (c1 —cz) = Acosa, (5.13)

encontrammos

7

[k k
I = Aseno(ca:)S\/;n—t-l—Acosasen —1

= Asen (\/gt+a) . (5.14)

As duas novas constantes do movimento séo A e o, cujos significados sfo: A
corresponde ao valor méximo de x {em médule). O movimento é oscilatério
e A é a amplitude do movimento {veia Figura 5.1). A quantidade « ¢ uma
pardmetro que estd relacionado com as condigges iniriais do problema. Por
exemplo, se em # = 0, z = 0, temos o = 0 {ou n7 para » inteiro). Seem ¢ = 0,
r=A, temos a = /2 (ou 2nw + 7). *‘ :

A velocidade da particula em cada instante é

1~=A\/§cos(\/§t+a}. ‘ (5.15)

Como dissemos, o movimento € oscilatorio. Chama-se periode o intervalo de
tempo decorrido apds a particula readquirir as mesmas/caracteristicas que
possuia num certo instante anterior, isto &, readquirir a mesma posicao < ve-
locidade. Assim, cnamande o periodo de T teinos

:z(t)=Asen(\/£t+a)= Asen[\/g(t+T)+a] (5.16)
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o também

v(t)=A\/§cos(\/'gt%a)=A\/%cos[\/%{t+i’“)+a]. .(5.17)

Obviamente, para que as equacdes (5.16) e (5.17) sejam verdadeiras deveremos
ter
A ik
%T:?ﬂ:b» ;-n::%:w. 5.18)
A quantidade o ¢ chamada de fregiiéncia angulor. No presente ¢aso,
w = 1/k/m (no exemplo discutido na Segao 3.3, tinhamos w = GM/R*). A
quantidade f = 1/T é denominada fregiéncia.

51.1 Péndulo simples

No infcio deste capitulo, falamos que o movimento harménico sunples aparece
em véarias situagdes e que o péndulo simples € um destes casos. Vamos mos-
trar que, Tealmente, o péndulo simples, para pequenas oscilagoes descreve um
movimento harménico simples.

Chamamos de péndulo simples o sistema onde uma massa, de dimensdes
despreziveis, oscila num plano vertical presa a um fio de massa também des-
prezivel (veja Figura 5.4}

Figura 5.4; Péndulo simples.

O corpo de massa m possui duas interagdes: uma com a Terra e outra com
o fio. Como sabemos, a cada uma dessas intera¢des corresponde uma forga.
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Eles estao marcadas na Figura 5.5. A compontente tangente 4 trajetdria da
forga resultante é dada por — mgsend 8. Usando a segunda let de INewton, ao

longe da trajotdeia, temog

p 4, _ . dv
—mgseneé’:mg(v:ﬁﬁ) = E"—“—gsenﬁ. (5.19)

— -
- Figur> 5.5: Forcas que atuam sobre m.,

g ‘\ /§

A
r

O sinal menos que aparece em (5.19) € em decorréncia do fato de a forga ser
rostonradora. A trojetdris desoritn vala partionls & um treche ds ofroule do

raic {. Assim,

bt
“z " tw (5:20)

Substituindo este resultado em (5.19), encontramos a seguinte equagdo (dife-
rencial)

&8 g '
ﬁ-i-isent‘?:(), (521)

gue para pequenos angulos ‘(sent? ~ ) pede ser escrita cotho?

g
m'ﬁ'TB:O. (5;22)

1 .
Acho oportuno mencionar que a solugo de (5.21) nao é algo trivial.
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sta equacao é do tipo que caracteriza o movimento harménien simples (compare-

a com {5.4)). Poriarto, a freqiléncia angules do péudulo simples, para pemic-

nas nenilasiac 4

= o
wz\/g:‘T——mQW\‘/%. - 15.23)

Pela relagan (5.23), teinos que o peiiodo do pénculo Limples independe da

ampiitude. Entretanto, ndo podemos sauecer que ¢ resultado acima foi obtido .

para o caso de pequenas amplittuues. Assim, o mais correto seria dizer que o

perfodo do péndulo simples independe da amplitude para o caso de pequenas

amplitudes.

Podemos agora formular a seguinte pergunta: Serd que é possivel construir
um péndulo onde o periodo seja totalmente independente da amplitude, isto ¢,
mesmo que esta nao seja pequena? A resposta € afirmativa e € este o exemplo
que dis~utiremos a seguir.

5.1.2 Péndulo cujo periodo independe da amplitude

Em lugar da massa m presa a um fio, consideremos uma massa movendo-se-
sobre uma superficie sem atrito, como mostra a Figura 5.6. As forcas que .

atuam sobre a particula estao especificadas na Figura 5.7.

igtire 5,00 Carpd Ge m1assa ve e imovinienio oscliaidrio apoiado numa supeiiicie.

A componente da resultante ao longo da trajetéria é dada por

Fr=mgcosf. . {5.24)
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Mas, convenienteineite, podemos escrever cosé comu dy/ds, onde ds ¢ um
elemento infinitesinal tomado ac longo da trajetoria (veja Figura 5.8). Entao,

d
Fr= mg—g . {5.25)
ds

O movimento serd harménico simples. para qualquer amplitude. se

Fr=1ks, (5.26)

onde s é medido 2o Jongo da trajetéria, a partir da origem. Juntande (5.25)
{5.26), obtemos '

Uy

mgd—s =ks. (5.27)

Figura 5.7: Forcas que atuam sobre a particula.
/ "
YR

e

Figura 5.8: Rela¢3o entre cosé, dy e cs.

hi

A solugao de (5.27) é diretamente obtida



64 CAPITULO 5. MOVIMENTO DE UM CORPO SOB ACAO DE UMA MOLA

i
moy = 5 ks® + constante . (5.28)

Pela origem que escolthemos na igura 5.6, temos que em ¥y = 0, s = 0. Assim,
a constante que aparece na relacéo (5.28) € zero. Logo,

moy
i = - . 5.29
8 A ( )

Vamos ver qu. curva € esta. elos dad(()s da Figura 5.8, temos
. rdsy2 dxy2

2 = (dz)* z =) = — . 5.30

() = tde)? + ()’ = () =1+ () (5.30)

Substituindo (5.29) e (5.30) em (5.27), encontramos a seguinte equagao dife-
Tencial -

14 (%)2: "22192_1;’ (5.31)

onde w? = k/m. A solugio da equacio acima fica resumida a uma questio de

integracao pois
dz= .| —1ay. (5.32)
sy .

Para fazé-la, ¢ problema imediato € conseguir uma substituicao tal que elimine
a raiz quadrada. Seja entéo

y= % (1 - cosq5) . o (5.33)

Com iste, podemos mostrar que

dz = % (1 + cos ¢>) o, (5.34)"
cuja integragao fornece
g N
=1 (;ﬁ + sen qb} + coust. {5.35)

De (5.33), temos que para v = 0, ¢ = 0 (2w, 47 ete.). Mas, quando y = 0,
z = 0 também. Logo, € ficil concluir que a constente que aparece em (5.35)
deve ser zero. As equagOes paramétricas da curva sio
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r = g, n‘:—l—RPr‘,a’!\
Z 4 )
- 9 _ e
y = 2(1 cosqf:), {5.36)

que correspondem & cieldide. Assim, o péndulo onde a massa oscila sobre
uma cicléide, independc da amplitude (qualquer que seja o tzinanho desta

. amplitude).

5.1.3 Circuito elétrico anslogo

Seja um capacitor C que possui uma certa carga armazenada go. Liguemos
este capaciter a uma bobina de induténcia I como mostra a Figura 5.9.

Figura 5.9: Circuito LC.

Logicamente, o capacitor ird se descarregar através do curto-circuito inicial
formado pela bobina (estamos desprezaiio a resisténcia do fio da. bobina). Seja
q(t) a carga do capacitor no instante ¢ e i(£) a correite no cirewico 1o mesmo
instante. Cowo ¢/C ¢ a diferenga de potencial entre as placas do capacitor e
Ldijdt & a diferenga de potencial entre os extremos da hobina, temaos

di ¢
L—+==0. ' z.37
@’ (£:37)
Sendo i = dg/dt, podemos escrever ,
d*q 1 .
E;+?Eq_b' (5.38)

Como vemos, esta ¢ uma equacao diferencial do tipo do oscilador harmdnico
simples (Lembra do que falei no inicio deste capitulo?). Portanto, a solugdo é
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r 1 T
£ = . 5.39)
q{t) = gosen { e .2), (5.239)
onde
. (5.40)

VIC

é a freqiiéncia angular de vibragae e /2 é uma fase tal que parat = 0, ¢ = g..

No instante t = =+ LC/2 (am quarto do periodo) o capacitor se descarrega
totalmente. Depois de mais um intervalo de 7V LC /2, o capacitor volta a se
carregar, porém com polarizagao contraria 4 inicial, e assim por diante. Em
termos de energia, este carregamento e descarregamento do capacitor indica
oue & energia do sistema ora fica armazenada no capacitor ora no indutor.
Em outras palavras, ora fica armazenada 1o campo elétrico ora 10 campo
magnético.

E interessante também notar a seguinte correspondéncia entre este circuito
e 0s sistermnas mecanicos anteriormente descritos

qg «— T,
L«—>m,

1

— +— k. 541

% (5.41)
A diferenga pratica entre os dois casos ¢ que o sistema mecanico nao pode fer
freqiiéncias muito altas. Agora nao ¢ dificil compreender a origem dos sistemas
mecinicos descritos em telas de computador.

5.2 Quando também atua o atrito viscoso

Seja agora o caso onde além da forga restauradora —kz 4. mencionada na segao
anterior, existe também uma forca de atrito viscoso devido 4 interagao com o
meio onde a particula oscila. Esta for¢a ja nos fot apresentada na Segdo 4.3.
Num= primeira aproximagao ela é dada per

f=—bz, (5.42)

onde b é uma constante positiva que depende da forma geométrica do corpo e
do meio onde ele se encontra.
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Considercmos ; i z i P -
Consideremos 9 movimenio numa dimensao. A aplicaciao da serunda. lei
de Newton {cc o sempre) furnece-nos

—kzi-bi=mi, (5.43)

o que nos leva, 4 seguinte equagao diferencial

&z bdr k

E EE_{_E:C:G' (5'44)
‘A ¢ eniplo da equagio (5.4), esta é também uma equagdo diferencial linear
homogéries e segunda ordem com coeficientes constantes. Como vimos, a so- -
Jucao é do tipo e*. Substituindo esta quantidade em (5.44), a firn de sab:ax MO8

que condigtes o pardmetro A deve satisfazer, encontramos

b

m

(A2 +

Para a relagdo acima seja verificada para qualquer valor de ¢, deveremos ter

k A
)\+E)e‘={). (5.45)

b k b b2 k
M+ A== =—— —_— - —
+ + 0 = A 5 + /4 5 . (5.46)

A fim de nao sobrecarregar a notagio algébrica, ¢ usual introduzir as definigoes

.
T = S o = E 5 (547)

onde wy ° a Irequencla angular natural {lrequencla angular do movimento
quando nao é consicerado o amortecimento - veja segio anterior). Sobre o
papel desempenhado por -, falaremos daqui a pouce. Substituindo (5.47) em
(5.46), enconiramos

A= —yk /2 - w2, (5.48)

O resultado acima leva-nos a trés casos possiveis, dependendo do tipo de
raiz:

12 caso: 42 < w? (rajzes imagin4rias)
Escrevendo a reiagdo (5.48), neste caso, como

A=—yti/wl-9?, (5.49)

a solugio de (5.44) fica dada por
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z(t) =e (cl VT e VWg_”’Lt) < (5.50)

Desdobrando oz termos entre parenteses e fazendo sUDSHILLICOES aNAlOZas 4o
caso do oscilador harménico simples, vem

() = Ae T sen (\-‘ wi — 4224 a) . (5.51)

Entdo, a resolugio da equacdo diferencial obtida a purtir da segunda lei de

Newton ncs diz que no caso onde 42 < w2, 0 movimento é osciiatério e com .

. - ; o - . ~ ~ A
freqiiéncia angular dada por y/w? — 2, porédm amortecido. O parimetro ~ 4
que caracteriza este amortecimento, ele & chamado de coeficiente de amorte-
cimento. O grafico da Figura 5.10, dé-nos uma visao clara do problema {este
tipo de movimento & conhecido como mowvimento subamortecido).

C A2 2 (pat .
- 2° casor 2 > wi (rafzes reais)

A solugdo neste caso fica

x(t)y =e (cl eV Pt +ege” mt) . {5.52)

O movimento é amortecido sem ser oscilatério. Ele é chamado de movimento

superamortecido.

Figura 5.10: Oscilagdes com amortecimento,

r—
-
o

2

-A
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3° caso: +* = w? (raizes iguais)
Neste caso, ¢ método que estudamos fornece apenas uma, das solucdes (e™7).
A outra solugao é dada por te™". A solugho completa é portanto?
z(t)=cre M opte™ M (5.53)

Ela correspond= a um limite entie os dois casos anteriores. E umn valor critico
para os dois movimentos. Dai este caso ser conhecido como amortecimento

" ordtieo. A Figura 5.11 mostra-nos comparativamente estes trés casos (emi =0,

T =12gev="0)

Figura 5.11: Gréfico comparativo dos movimentos.

Superamortecido

Amortecimento
Critico

k Subamortccido

5.2.1 Circuito elétrico analogo

Também aqui, podemos construir um circuito elétrico que possui analogia com
o sistema estudado. Para tal, basta levar em conta a resisténcia dhmica do
fio da bobina, ou 1ma outra resisténcia qualquer colocada em série com ela.
Novamente, tomemcs um capacitor carrsgado e o liguemos como mostra a
Figura 5.12. Como Ri é a diferenca de potencial eutre os extremos do resistor

2Verifique vocd invsmo que, N0 caso de duas Taizes iguais, te” "' & também .olucdo da
equagéo diferencial {5.44). Adiantemos que, de¢ uma maneirz geral. para uma equacio dife-

tencial de ordem n, cuja equagio € do tipo {5.5) e que possui m raizes iguais A, as solugbes
correspondentes seriam; e, te™, 2™, ..., (™M,
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R, temos, considerando o que j4 foi diro anteriormente quando analisamos o
circuito LC,

di q . dg Rdg 1 _, 5.54
LE+E+R3—U=> dt2+Ldt+LCq ‘ ( )

' /
Comparando esta com a equagdo (5.44), vemos que R faz o papel da constante
b. A solugio e (3.54) di ‘ambé&a trés casos possiveis. Escrevamos apenas o

caso correspondents ac movimento subamortecido,
(

_R I s RN2  w
q(t) = qoe thsen(l o~ (ﬂ) i+§): (5.55)

onde g, € o carga inicial do capacitor.

5.3~ Oscilagdes forcadas

Vamos agora tratar de oscilagoes onde, além das forgas anteriormente menci-
onadas, existe uma for¢a externa do tipo

F(t) = Fysen (wrt)i, (5.56)

sendo [, a amplitude da forga e wp sua freqiiéncia angular de oseilagao.

‘Figura 512: Circuito RLC.

)

&
—WAN—J00,—

(o

Ao incluir nais esta forga no oscilador, a segunda lei de Newton fornece

—kxr— b+ Fysenwpt = ma. (5.57)

Usardo as definigdes dadas por (5.47), podemos escrever
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d*x dr r i
T wlz = —3 sen wrt . (5.58)

A equagio acima € um exemplo de equaciio linear nao-homogénea. A solucio
geral deve ser do tipo

2(t) = Za(t) + 2,1t} ,

——

5.50)
onde xx(t) ¢ a solugao da equacio homogénea correspondente e z,( t) « cha-
mada de solu¢do particuler, cuja forma dependers do tipc de fungio que faz
COImM que a equacao seja nio-homogénea.

A soma zy + 2, significa que 0 movimento resultante sers a superpesicao
de dois movimentos: um devido ao oscilador i4 considerade anteriormente ¢
outro causado pela forca (5.56). Quanto ao primeirc, j4 analisamos todos
os casos possivels (movimento subamortecido. sobreamortecido e amortecido
criticamente). O ponto importante que deve ser notado & que estes niovimentos
tendemr a desaparecer com o tempo, devido ao fator exponencial e~ lveja
relagdes (5.51) - (5.53)]. No tocante & solucio particular. nio & dificil coneluir
que; para a forga externa dada por (5.56), esta solucdo dever ser do tips

zp(t) = Bsen{wpt + 3). (5.60)

Poderfamos. é claro. té-la escrito usando a funcio cossena em lugar do seno.
Tewos de deierminar 5 e §, sendo 7 a diferenca de fase entre a forca e o
deslocamento. Esta diferenca de fase no possui 0 mesmo significado da dife-
renga de fase a vista nos casos anteriores, onde sua origem estava relacionada
a0 inicio da contagem do tempo. 8 depende da natureza do oscilador. Este
ponto ficard mais claro com o que desenvolveremos a seguir. '

Para determinar B e 3, substituamos (5.60) em (5.58) . Apds algum
trabalho algébrico, encontramos

i(wg - .u,zz) Beos f — 2vwpBsen d} senw gt

. .
+ {(wﬁ ~ wi)Bsen3 - 24w B cos 3J coswpt

F,
= —senwgt. (5.61’)
m

Para que esta igualdade se verifique em todos os instantes, deveremos ter
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\w" - wnF:p boosp — zywpBsens = % , {Raty
(w2~ w}) Bsen B+ 2ywrBeosf = 0. (5.63)

De (5.63), imediatamente encontramos
2
tgf = —5ia . (5.64)
LU'F - w

A combinagio de (5.62) e (5.64) fornece o valor da amplitude 13

P = Fo/m : (5.65)

~ V- u2) + ey

Assim, a solucéo geral da equagao diferencial (5.58) ¢

Fo/m 2
T=2xp+ of sen (wpt + arctg ~—21Li€3) \ (5.65)
wh— W

\/?Fw)-t—ilwz? FT %o

O termo z, s6 & significate para um certo intervalo de tempo inicial, por isso
é chamado de termo transitério. A solugho particular x, ndo desaparece com
o tempo. Ela ¢ chamada de termo permancnie. Quando s0 esia yuauiidade

se torna significante na solugao, diz-se que o sistema entrou no regime estaci-

ondric®.

Podemos agora introduzir o interessante conceito de ressondncia. - Seja
o sistema no regime estaciondrio. Notamos que a amplitude do moviment
depende da freqiiéncia da forga externa _F-*"'(t). Existe um certo valor de wyr para
o qual a amplitude é maxima. Esta freqiiéncia é entao chamada de fregiiéncia

de ressondncia e a denotaremos por w. Observando a relacao (5.65), vemos -

que isto ocorre quando ¢ denominador desta relacao for minimo. Seja entéo a
guantidade

D(wrp) = (wh— wl)* + dwpq?. (5.67)

Para obtermos a condicdo de minimo, fazemos

30Observe que Tp deve realmente satisfazer a equaq,an diferencial (5.58) porque y, & salugdo
da parte homogénea.
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dD \
ﬁ_di ?' “’2;'“:'""‘-’?2“"1“*"‘
= wr(wh-ul+2¢4?) =0. (5.68)

Esta equagae fornece-nos dois valores para wp

= wF=0: {569)

: Wp = \Iwg — 272, (5.70)

O valor que corresponde a um minimo de D{wy) é dado per (5.70). Assim, a
freqiidncia que procuramcs é

WB= Wl 292, (5.71)

Conseqiientemente, a amplitude mdxima ¢ dada por

Dppge = —2L (5.72)
2+ Jwk — o2
E conveniente ressaltar que w? > 24°, de acordo com a relagdo (5.70). No-
tamos ainda que quante menor for v, maior serd a amplitude na ressonéncia
{entretanto, ndo é correto fazer v = 4 na relagao anterior, conforme veremos
lugu a seguir). A Figara 5.03 mostra esquematicamiente um gréafico de B(wr)
versus wp para alguns valores diferentes de .
Falamos acima que na freqiiéncia de ressonéncia nio podemos considerar
+ = (0 nos resultados obtidgs, mais precisamente na relagdo (5.72), que dard
uma divergéncia. E claro que esta previsio de uma amplitude infinita quando
wp = w, (ja tomando y = 0) nao deve corresponder muito & realidade. Pense
bem nisto. Vejamos o que hé de errado. Tomemos a relagdo (5.58) com -y
igual a zero.

d2

E,
t2 iy = :ngsenwpt. (5.73)

/

O problems ¢ que para w f = w, ndo podemos considerar a solugao particular
(5.60) com .. substitnido por w,, pois esta solugao serd ume combinagao
lincar de sen wyt € coswet. Como sabemos, uma solucio desse tipo ja é solugdo
da homogénea correspondente. A solucdo particular, pelo que ja vimos no caso
de termos duas solugDes iguais, deve ser entao
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rigura 5.13: Graficos de B{wp) versus wp.

1 B (wy; ;

?T‘]:\'ﬂ

z,(t) = Btsen (wot + 3) . (5.74)

Substituindo-a em (5.73), encontramos

E
2Biwg cos (wot + 3) = Eo S€I wet . (5.75)

Temos que 3 = 57/2 {ou —7/2) e B = F,/2mw,. A solug¢io particular de
(5.73) é entdo dada por

I
Ty = 5 @ tsen (woa‘. - %) . _~(5.76)
UL, .
Conseqilentemente, a solucao geral &
- .
£) = Asen (wot + a) 15 ( __). _
r(t) sen {wot + a) + - o Lsen wot = 3 (5.77)

Como podemos observar, a solugao particalar possui uma amplitude que cresce

linearmente com o tempo. Isto é bem mais razodvel do que a {erTénea)} previsao -

anterior, onde & amplitude :rrnava-se infinita instanteneamen.e. O grafico de
xp,(t) versus ¢ ~std mostrado .a Figura 5.14.

Um outro fendnieno interessante que podemos tambérn discutir é o bati-
mento. No ¢aso em que 7 = 0 e wp diferr de w, por uma quantidade muito
pequena, digamos
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wr =g+ ¢, (5.78)

temos o chamado fenémeno de batimento. Vejamos o que vem a ser ista. Fara
as condigdes acima, a solugdo geral é do tipo

z = Asen (wol + ) + Bsen [{w, +€) 1] , (5.79)
onde
_ | &
_, B= e ¢ P=0 (5.80) -

que séo obtidoes de (5.64) e {5.65). (Por que agora podemos fazer v = 0 nessas
relagdes?) Desenvolvendo (5.79), vem

x = [A cosa+ B cos (ct)] sen (wot) + [Asena+ Bsen ()] cos (wet). (5.81)

Figura 5.14: Grafico de 1,(t) versus t.

o
P o rLﬂ@ 9

-~

Fazends

Acuvsa + Bcos(et) =Ccosd,

Asena + Bsen(et) = Csend, (5.82)
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encontramos
fr{f} = (Y aen (';’Q4+5) {583\

Pelas condicoes dadas por (5.82), vemos que.tantn € como § dependem do
tempo. Vejamos o que isto acarreta. A partir de (5.82), podemos expandir ¢
e & em termos das demais quantidades. - '

Asen a+ B set {et) -
= t 8
J ¢ A cosa + B cos (et)’ (5:84)
C? = [Asena+ Bsen {et)]2 ,+[A cosa + B cos (et)] 2
= A4 B2+ 2AB cos{ct—a). (5.85)
Como vemos,
A+B = Cz|A- B (5.86)

Tudo o que fizemos até agora vale parz qualquer valor de €. Tomande € muito
pequeno. temos o grafico mostrado na Figura 5.15, que caracteriza o fendmene
do batimento.

Figura 5.15; Batimento.

T xw

A curva interna da Figura 5.15 possul freqliéncia angular w, e a modulante, -

freqtiércia angular e.

£m virtude de € e & serem funcées do temj.o, tanto a curva modulante
como a modulada nao sio estaciondriac. Figuras como estas sao facitmente vis-
tas num osciloscépio, através da analogia entre sistem:s mecénicos e circuitos

elétricos.
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5.3.1 Circuito elétrico andloge

G andlogo elétrico do oscilador forcado corresponde & um civeuito RLC sé-
rie, alimentado por uma fonte, como mostra a Figura 5.16 {para obtermos o
caso sem amortecimento, fazemos R = 0). Considerando que a tensio V/(z)
fornecida pela fonte, seja dada por

V{#) = V,senwpt (5.87)
- temos,
P Rig 1 Y, :
@ T LRt IeIT T WrL. (5.88)

Esta equagio diferencial é semelhante & equagdo (5.58). Sua solugdo possui
um termo transitério que desaparece com o tempo (solucio da homogénea).
O termo permanente (solugao particular) é dado por

V.
g(t) = 1° - sen (wrt + 8) (5.89)
J(W%L — 5) + sz‘%—-
onde
8 = arc sen R . 12.90;
B2 (;.,‘—L — _1 \‘2 '
Y T wp)
A corrente é diretamente obtida
. |
i(t) = = cos {wrt+ 3}, £3.91)

\/ R+ (wrL __1_)
wpC
Vamos aproveitar estes resultados para fazer algumas observacoes:
(¥) A tensao aplicada e a corrente do circuito nio estdo em fase. Existe
a defasagemn § — Z- Isto ndo aconteceria num circuito puramente resistivo
(observe que em (5.90) temos 3 = 7f2 para um circuitq sé com R e. con-
sequentemente, a defasagem seria zero). Sio as presencas do capacitoer e da
indutincia que causam ecta defasagem.
(#1) A amplitude da corrente nic depende diretamente do termo 1./R.

como no circuito purameute resistivo. Em lugar de R aparece um termo dado
por
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Figura 5 1€: Circuito REC série alimeiitade por uma tonte de corrente alternada.

S
it} L
VG)(_) R '
4 c ’

: 1 ~2
. —_ 2 . 9
Z \/1; + (pr = C) : (5.92)

Esta quantidade é chamada de impedéncia do cirenito. O importante é notar
que ela depende da [reqiiéncia. Para
Wh= 4
LC'
temos Z minimo. Esta é a freqiiéncia de ressondncia, quando o circuito se

comporta como se fosse puramente resistivo. A impedéncia exercida pela
bobina, na ressonincia, é cancelada pela impedéncia exercida pelo capacitor.

(5.93)

Aot C ST JUN JRR g5 [, - 1 mnda reaie A A a3
A bilibuasca GE S5VALCs GE TOLLT, DOT SXEINPLC, LT mos oo ouen C‘Ql-’.‘-f?’;?ﬁ‘

do circuito de entrada do rddio em ressondncia com a fregiiéncia da estagao
que estamos querendo sintonizar. Isto é feito pela variagio da capacitancia de
um capacitor chamado capacitor variduel.

» Exercicios

5.1. Calcule a velocidade e acelera¢io de uma particula descrevendo um movi-
mento harménico simples. Em que pontos ela pdra? Onde a velocidade ¢ méxima?
No texto, escrevemos a express3o do oscilador harm8nico através da fung3o seno,
mostre que poderfamos té-lo feito através da fungdo cosseno, bastando redefinir

o valor da fase inicial a.
5.2, Ao discutirmos o oscilador harmdnico simples através de uma massa m

presa 2 uma mola, consideramos a mola na posigdo horizontal. Poderiamos, en-
tretanto, ter feito o mesmo estudo considerando o sistema na posigdo vertical,
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sem ter de aparecer o peso, explicitamente, quando da utilizac3o Ja segunda lei
de Newton. Isto ¢ esclarecido na Figura 5.17, onde I, é ¢ comprimento inicial
da mala figtn & muande n3o motd coficade oo comm it E S

> (st 2, quande nio Cold TShicada ou coimprimida) € & corresponde i
elongagdo da moala tal que kz, equilibra a forca peso. Portanto, na posicio B, a
forga resultante que atua sobre o corpo é nula. Se consideratmos a origem nes'te
ponto, qualquer deslocamento a partir dai fard com que haja uma forga resultante
sobre o corpo dada por — kx4, Assim, a aplicacio da segunda lei de [jevrton. com
estas condicdes, dard a mesma equacio {5.2) e, conseqiientemente, as melsmas
conciusdes obtidas naquela oportusidade, '

\(amos agora supor que vocé nao esteja satisfeito com a explicacio acima e
F!eseja tomar a origem do movimento no ponto A. Neste caso, o peso deve ser
mclufdo. Faca isto, chamando de 2’ o deslocamento a partir do bonto A. No
3:#5;32::21 r:eu:;ggj ;!Et\if;riével substituindo z por x + o, onde £, = mg/k.

& 0 0 mesmo resultado anterior.

Figura 5.17: Exercicio 2.

0Qe 4

9009400
>

5.3, Considere uma superficie cuja secio é uma cicldide e trés particulas de
mesma massa, que podem deslizar sobre ela sem atrito {veja Figﬁra 5.18). Elas
530 soltas nas posicdes mostradas na figura, no mesmo instante. Expliqua |;or ue
elas chegam juntas no ponto A. ‘ ) )

5’.4*. Um bloco de madeira com densidade p possui dimensdes a, b e ¢. Ele
esta. flutuando num liquido de densidade g, onde @ > p, como Iadc; a diS[;osto
verticalmente. Num determinado inctante, ele ¢ ampurrado para baixo e solto.
Mostre que o movimento serd harménico simples. Calcule o periodo de oscilaggo.
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Figura £.18: Exercicio 3.

5.5%. As constantes eldsticas das molas na Figura 5.19 s3o &y e &y, Calcule a
constante k& de uma mola equivalente para cada caso.
Figura 5.19: Exercicio 5.

X, k
0 OG00O00 T

k, k,

2
OOB0O0N] G0N0

5.8. Mostre que a relagio (5.52) pode ser escrita come

z(t) = Ae M sh (V42 —wit + )
onde cp — g = Acha e + ¢2 = Asha. As fungdes sho e cha 530 0s senc e

cosseno hiperbdlicos, respectivamente. Elas s3o definidas por sha = 1 (e*—e™®)

echa = % {e* +e™®). Veritique também que sh (o + 8) = shach f+shFcha.

5.7*. Seja um oscilador harmdnico forcado para o caso particular de o atrito

viscoso ser desprezado. A equagao diferencial caracteristica do sistema, decorrente ~

da utilizacio da segunda lei de Newton, é % + w2z = I(t)/m, onde F(t) é a
forca extcrna aplicada e & = dz/dt.

a) Mostre que esta equagdo pode ser escrita como Z — iw, z = F(t)/m, onde
z é uma quantidade complexa dada por =z = T + fw,z.

b) A solugcdo da parte homogénea desta nova equacdo ¢ diretamente dada
por A et  Consideremos que o efeito do termo que quebra a homogeneidade
da equacio seja uma amplitude dependente do tempo, isto é, =(t) = A(t) €=,
Maostre, entdio, que a solucio da equagdo é
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<t
. ot f ;i
zZ(ty = ¢ f;\m [ dr F(r)e ™7 4. zo)
m Jf, A .
onde z, € z(1) parat = 0. Conhecendo 2(i}, obtém-se a solucio x(t) fazendo
z(t) = Imz/w,.

Esta é uma outra maneira de resotver uma equagio diferencial do tipo mos-
trado no inicio. E importarte destarz, que o ~(1) ubtido ja é a prépria solucio
geral,

c) Usea relagéo_ao na deduzida pars resolver a equacio (5.73). considerando
wp = w, {ressondncia). A sclucio n3o sers exatamente (5.77) porque as constan-
tes 13 e aqui utilizadas s3o diferentes. Mostre a equivaléncia das duas solucdes.

d) Resolva os seguintes casos, usando os dois processos, para a forca externa
F(t} dada por F,(ccnstante), Fot e F, e— oL,

(Em todos os casos considere as condicdes de contorno: t =0,z =0e % =)



cAPiTULO 6

- Movimento de uma particula num campo eletromagnético

Seja uma particula de Carga ¢ e massa m movendo-se numa regiao onde existe
urn campo eletromagnético caracterizado pelos vetores £ e B. Sobre a parti-
cula atuard uma forga dada por (veja Capiftulo 2)

F=q(E+7xB). (6.1)
Esta é a chamada forca de Lorentz e estd escrita no sistema internacional de

unidades. Com o0 uso da segunda lei de Newton, obtemos a seguinte equacio
diferencial

& 4E =0, 62

que nao é muito simples de ser resolvida, visto que os campos £ e B 540, num
caso geral, funcdes arbitrdrias do espago e da tempo.

Nés vamos aqui resolver a Eq. (6. 2) para uma situacio muito particu-
laz, porém interessante. Considerewios £ e B constantes (nao dependem do
tempo) uniformes (néo dependem da posicio) e possuindo as seguintes orien-
tacoes

E i+ E:k, _
Bk. (6.3)

ot
i

Ii

Introduzindo esses dados em (6.2), obtemos

83
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B

I= g—y, (6.4)
m -

. gB . g

s 18 g 6.5

Y m x4 m E-y: ( )

- qEz 4

g=Lx - '(66)

onde os poutos sobre as varidveis repres-utam derivadas em relacau ao tempo.
Comecemos com a Ea. (6.6), cuja soluco é diretamente dada por

qb. o
1 6.7
nk (6.7)

ou seja, a projecio do mcvimento ao longo do eixo z ¢ uniformemente acele-
rado.

Quanto & solugio das equagdes (6.4) and (6.5), poderfamos fazer 0 seguinte:
derivando cada uma em relacio ao tempo e fazendo as devidas substituigoes,

Z(t} == ZC. + 'Uozt +

obteriamos

22 2
a;'+q3;z':qBEy. (6.8)
ka3

Embora seja uma equagio diferencial linear (néo homogénea) de terceira ordem.
na varisvel 2, poderfamos considerd-la como de segunda ordem na varigvel &,
cuja solucdo € algo até simples. Deixaremos a resolugio da Eq. (6.8) como

um exercicio,

Vamos aqui seguir um outro camunho, onde nao sera precisu derivas ciu
relagdo ao tempo as equagdes (6.4) e (6.5). Multiplicando (6.5) por i = v/—1
e somando-a com a Eq. (6.4), obtemos

L. gBeo N qE
$+1y+zg—(m+zy):zg—‘g. . 6.Mm
m m
Introduzindo a varidvel complexa
£=1g 41y, {6.10)
podemos escrever a relagdo anterior simplesmente como
. gB. E,
Frill i (6.11)
™m m

que é uma equagdo diferencial linear (com :coeficientes constantes) e nac-
homogén . Como 4 vimos na Segdo 5.3, a solugao € do tipo
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E(t) = ExlE) +£,(1), ' (6.12)

s _ . . =
onde £p(2) € a solugdo geral da hemogéna e &,(2) & a solugan particular. Dare

a gohs(;ﬂn da hamaodnea ecansideamae mie ala gein dn tinn 2 A eeim
— . i Foa i R .7‘.77 _"':'li

Portanto, a solucao da equagio homogénea ¢
. . iqB
En(t) =c1+cpe” =, (6.14)

onde ¢; e ¢y 530 quantidades complexas.
Pelo tipo de termo que quebra a homogeneidade da equacio, temos que a
solugde particular é dada por af, onde a & wmna constanie a ser determinada.

Substituindo esta solucaa na equagdo {6.11), temos que a deve valer E,/B.
Portanto, ’

E
{p = —Blt, (6.15)

Combinando (6.12), (6.14) € (6.15), temos que a solugdo geral de (6.11} é dada
por :

igB E
E(t) = c; +cre” W ! +§yt. (6.16)

Escrevendo convenientemente as constantes COmpiexas ¢ e ¢y Como

€] = ¢ +igy e ey = Ae (6.17)
obtemos

B
ty=cp+ic, + 4 g_
E(t) = cx + iy cos(mt+¢)
— 9B N L Ey
i Asen ( - t-{—o) + —gt. {6.18)

Identificando as partes real e imagindria de ambos os lados da equagao acima,
encontrarnos J

4

x(t) = e+ Acos(wt+ ¢, + % £

y(t) = ¢y — Asen (wt + &), (6.19)
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onde a freqiiéneia angular w é dada por

w=38 , (F 20)
mwm
Se Ey fosse zero, a projegio do movimento no plano zy seria um circulo de
raio A e centro em (cz,¢y). Mas, devido ao termo E /B, a projecdo do
movimento é uma cicléide, cuja forma dependeré da grandeza de Ey/B. A
Figura 6.1 mostra trés situacoes possiveis.

Vamos concluir este eapitule discutinde um exemplo relativistico que ser-
vird para tirar uma divida que o estudafte geralmente tem quando ainda nie
estd muito familiarizado com a teoria da relatividade!.

Na teoria da relatividade existe um limite para as velocidades, que € a
velocidade da luz. Raciocinando s6 em termos da Mecanica Newtoniana, o se-
guinte argumento é geralmente apresentado. Considere que uma forga {mesmo
constante) esteja atuando sobre uma particula. Como o moviluento seré sem-
pre acelerado (lembre-se de que estamos raciociando sé em terrios da Mecinica
Newtoniana) a velocidade crescerd indefinidamente.

Vamos explicar isto, colocando o seguinte problema. Seja uma particula
de carga ¢ e massa m sujeita a um campo elétrico constante dirigido ao longo
do eixo . Tomemos E = Ei. Deixe-me adiantar que nao ha nenhum fator
que leve a uma corregdo relativistica para a carga elétrica e que a hipdtese de
o campo elétrico ser constante ao longo o eixo x, sobre o qual consideraremos
o movimento, é também perfeitamente consistente. Vamos continuar usando
a segunda lei de Newton neste problema, onde consideraremos as condigdes

..... [P | ]
I iy

1
VLD L LD LN

em relagio ao que vocés sabem da Mecanica Newtoniana {que ¢ onde esta o
cerne do probloma). A expressio relativistica do momento de uma particula
de massa m e velocidade ¢ é dada por

— N = N Q4 hS s manta cue devae car ecarrigidn
v U I tooQUT deve Ser corngla

=0 D Sehiam non

F= —t (6.21)

a !
02

|
22

onde ¢ é a velocidade da luz. Observe que para v € c recai-se na expressao

usual do momento da Mecinica Newtoniana. E o §F da relagio (6.21) que

temos de usar na segunda lei de Newton. Como 2 movimento s¢ passa apenas

ao longo dn eixo x, vamos eitar a notegao vetorial e escrever s.mplesmente

!Estamos nos referindo & relatividade especial, que significa 1elatividade sem incluir gra-
vitagao.

CAPITULO 6. MOVIMENTO DE UMA PARTICULA NUM CAMPG

ELETROMAGNETICO a7
d  mu 7
i1 _ 2
/ 1 )

A solugho desta equagao diferencial e diretamente obtida por

== = qEt, (6.23)
\ Vi—@

que apds um pequeno trabalho algébrico leva & seguinte expressio para v(t):

qEt

6 aBt .
v(t) poyar ) (6.24)
2
m*e 4 2

Notar que as condigbes de contorno estao sendo obedecidas. Para ¢ PEQUEND,

- tal que’ gFt < e, temos v = Rr%t, que ¢ a conhecida relagic v = at para

a = constante. Era esta a relagdo que estdvamos acostumados (realmente, se
ela fosse vélida sempre nao haveria limites para a velocidade). Entretanto, a
gxpresséo correta é (6.24). Nela vemos que para t — co temos » — ¢, que é o
limite mdximo que a velocidade pode atingir. IS ficil ver . também, que para
t — o0, a —+ 0 (veja exercicio 2).

Vamos agora calcular 2 equagao do movimento. De (6.24). podemos escre-
ver :

gkt
dr =
T i dt. (6.25)

Vit —a

Fica como um exercicio fazer a integracio acima. O resultado. para as condi-
¢oes iniciais mencionadas, é

2r
mes gEtn2 ]
t = — —_— 4
x{t) E WH( = 1J. (6.26)

Vel‘lﬁql:le també~m que Ewara gbt < me, temos z = § gﬂ—‘? t%, que é um caso da
conhecida relagao z = J at?, para @ = constante.
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Figura 6.1: Exemplos de trajetdrias ne planc xy.
&

B

» Exercicios

6.1. OUbtenna a solcao lo digcutida neste capftulo mas par-

tindo da Eq. (6.8).

6.2, A partir da expressdo de v{t) dada por {6.24)}, calcule 2 expressao para
a(t). Verifique, entdo, que para t — oc, a — :

6.3. Integre a expressdo {6.25) e obtenha z(i) dado por (6.26).

cAPiTULO T

Movimantz em referencias n3o-inerciais

Até agora, temos estudado os movimentos considerando SEMpre um mesmo re-
ferencial. A nossa tinica literdade tem sido de escolher, dentro deste refencial,
o sistema de coordenadas (veja o exemplo discutido na Secio 3.1, especial-
mente a Figura 3.2). Neste capitulo, vamos extrapolar esta liberdade e passar
a escolber também o referencial em que vamos trabalhar, sendo nosso prin-
cipal objetivo os referenciais nao-inerciais. Inicialmente, com o propésito de
introduzir alguns conceitos gerais como posigao, velocidade e aceleragio relati-
vas, consideraremos o caso de dois observadores em movimento e discutiremos
como uin vé o movimente do ocutro. Depois, trataremos do movimento dé um
corpo visto por dois observadores inerciais. Finalmente, consideraremos o caso
de movimento sob o ponto de vista de observadores nio-inerciais. Para estes,
aparecem outras for¢as atuando sobre o corpo além daquelas existentes para
os observadores inerciais. Fssas forcas tomam o nome de forcas inerciais ou
foreas ficlictas.

7.1 Posicdo, velocidade e aceleracio relativas

Sejam os movimentos de duas particulas A e B, referidas a um certo sistema
de eixos z, y e 7, como mostra a Figura 7.1. As quantidades que aparecem na
" figura possuem os seguintes significados, alguns j4 bem conhecidos pelo que
temos discutido até entao:

7a(t) = posicio da particula A no instante t, !
rp (f) = posicdo da particula B no instante ¢,

Tg,a (t) = wetor posi¢ao da particula B em relacio & A no instante ¢ .
. P G

89
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QO vetor 4, g (£] seria o vetor pasigao da prrucula A em: refagao a particula B
no micsIno instante ¢. 1 f4cil ver tambem que [Fy 5 (8} = —7p,a(t))-

As particulas A ¢ B podem cer viztas eoma dois observadores (ndo neces-
sarlamente inerciais) ¢ as quantidades 74 p e 7' 4 correspondem aos vetores
posican de um em relacdo ao outro.

Pelo tridngulo CAB, podemos diretainente escrever

773 :FA'FFB,A- . (7.1)
{

Figura 7.1: Movimentos de duas particulas referidos a um sistema de eixos orto-
gonais. :

Derivando a expressio (7.1) com respeito a0 tempo, vem

vp =¥a 1 ¥Ba, {7.2)
onde :
¥4 (1) = wvelocidade da particula A no instante £,
75 (t) = velocidade da particula B no instante ¢,
Vg a{t) = velocidade da particula B em relagao &
particula A no in.tante t [U4 g (t} = - T4 (t)].

Denvando a relagao (7.2) também com respeito ao tempo, obtemos a relacio
entre as aceleragdes

Gp=da+dga, (7.3)
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cujos signifirados séo semell.antes acs gue vimos para posicao e velocidade.

A finalidade desta se¢io é =6 esta. ou seja. de apresentar os conceitos de
posicdo, velocidade » aceleragdo relativas. I importante ressaltar que estes
conceitos fasem parte do nosso dia-a-dia. E bem provivel que vocés, estando
parados nuin carro, dnibus ou metrd, jd tenham tido a sensacdo de estar em
movimento ao ver um outro carro deslocando-se em relagio a vocés. Isto nio &
apenas uma sensacdo, & um fato. O conceito de movimento é relative. Vamos
discutir um exemnplo.

Sejam dois navios, A e B, viajando em dguas trangiiilas ¢ sem vento. Eles
possuem velocidades 4 e Ug (em relagdo a um observador em terra), respec-
tivamente, e estfio separados por uma distincia R, comno mostra a Figura 7.2.
Todos esses dados sdo conhecidos pelos comandantes dos dois navios (com uti-
lizagao do rddio, radar etc.). Vamos explica,, sob o ponto de vista de cada um
deles, como cles sabem se haver4 ou nio colisio.

Figura 7.2: Movimento de dois navios.

A fim de clarificar um pouco mais este exemplo, vamos considerar que, num
instante qualquer. a posigao e velocidade de cada navio seja 74 = —38 km,
re= -35km, ¥4=2 km/heig=3; kmfh, :

Para o comandante de um dos navios saber se havers ou nio colisdo, ele
precisa conhecer a posigdo e velocidade do outro navio em relacio a ele. Para
08 dados acima, temos, por exemplo. que a posigao e velocidade do navio B
em relagdc ao navio A sio

TBA=Tp—Ta=31-3fkm,
Tpa=7Tf — T+ =—2{+ 33%km/h.

De posse destes dados, o comandante do navio A pode afirmar que nao haverd
colisdo. Haveriz se 7, B.A € Tp 4 tivessem sentidos opostos. Eles podem também
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calcular o instante em que os dois navios estardo mais proximos. Vejamos como
se faz isto.

Considerando & = ¥ ¢ wwiants &m que oo dadoe acima sdo tomados, temos
que num instante posterior qualquer ¢ o vetor posico ¥p 4 (t) serd dado por

F
Fpa(t) = Tpa(0)+Tpat = 3737+ (-21+35)¢

= (3-20)i-(3-3t);
¢

A distancia de maior aproximagao corresponderd obviamente ao valor minimo
do médulo de 7g 4, que é dado por

R=+/(3-2002+ (3 -3{}2 = /132 - 30¢ + 18.

O minimo de R corresponde ao minimo de 13t% — 30¢ + 18. Isto ¢ facilmente
calculado fornecendo t = 1hC0min. A distincia de malor aproximagao serd
830 m.

7.2 Observadores inerciais

Na secae anterior, introduzimos os conceitos de posigio, velocidade e acelera-
¢do relativas, onde dois observadores analisavam o movimento um do outro de
acordo com seus proprios referenciais. Nesta segio, consideremos dois observa-
dores inerciais, que chamaremos de O v G'. S¢ja &, y, = ¢ sistema de coordena-
das onde o observador © faz suas medidas e =, ¢, 2’ o sistema de coordenadas
para (7. Seja V a velocidade com que O’ se afasta de O (conseqiientemente,
serd — V' a velocidade com que O se afasta de O' ). Naturalmente, como os
observadores sio imerciais, V deve ser constante. Consideremos due os dois
observadores analisam o movimento de uma certa particula e tomemos os ei-
xos dos seus sistemas de coordenadas respectivumente paralelos sendo = e 2
coincidentes. A Figura 7.3 esclarece o que esta sendo dito. 7(t) € o vetor pasi-
¢ao do movimento da particula para ¢ observador O, no instante ¢, e 7'(£) é o
vetor posigic do riovimento da mesma particula para O, no mesmo instante.
Observe que estamo: considerando o tempo comao sendo o mesmo para os dois
obseivadores (i =t"). Na verdade, no nosso estigio atusl de informagdes, nio
haveria por que serem diferentes,
Pelo tridngulo OP(Y, podemos diretamente escrever

() = 7 (t)+ 00 . (7.4)
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Clonsiderando que & e { estejam coincidentes no nstante £ = 0, temos

F(ty =7(ty+ Vt. ‘7B

Em termos das componentes, vem

r=2+Vt,
y=y.
B ‘.'=‘."1
t=1. {7.6)

Este conjunto de equacgdes é chamado de transformadas de Galileo. Ele repre-
senta a passagem de um referencial incercial a outrs (para os eixos coordenados
na disposicio mostrada na Figura 7.3).

Figura 7.3: Observadores inerciais estudam o movimento de uma mesma particula,
y ¥

/‘

- /

Derivando (7.4} ou {7.5) em relacéic ao tempo, cncontramos

T =7"{t)+ V. : 7.7

Derivando novamente em relagio a0 tempo, e tendo em conta que V é cons-
tante obtemos > ;

it)y=a'(t). (7.8)

Como vemos, a aceleracao da particula é a mesma para os dois ohservadores
inerciais.



94 CAPITULO 7. MOVIMENTG EM REFERENCIAS NAO-INERCIAIS

Vamos agora comegar a ver o infcio de algo muito importante em Fisica.
Vouds devery se lembrar de que 20 estabeleceriros as leis de Newton. conside-
—nmas i refarencial incerrial Vamos verificar aue elas sio realmente vilidas
para todos os referenciais incerciais, isto é, as leis do movimento sao as
mesmas para todos os observadores inerciais.

Quanto & primeira lei, é até redundante tentar verificar se ela & vilida
ou ndo para qualquer referencial incercial, pois. como vimos, ela é a prépria
definicdo de referencial inercial. Apenas com ¢ intuito de daixar este ponto
bem claro. lembremos do que cstabelece a primeira lei: umma particuls livre
{particula que nao estd sujeita a nenhuma interagdo) ou estd em repouso ou
movendo-se com velocidade constante. Assim, se um observador inercial O vé
urna particula livre com velocidade constante ¥, um cutro observador inercial
(¥, que se afasta de O com velocidade V {constante), vers a mesma particuia

com velocidade dada por [veja expressae {7.7)}.

§ =iV, (7.9)

que ¢ constante também.

A relacio {7.8) nos d& que o lado direito da expressdo que representa a
segunda lei de Newton é ¢ mesimo para todos os observadores i inerciais. S¢isto,
entretanto, nio significa que a segunda lei de Newton seja a mesma para todos
os observadores inerciais. Temos de verificar se o lado esquerdo da expressao
(que representa a resultante das forgas de interagao que atuam sobre o corpo},
n3o varia de um observador inercial a outro. Rigorosauente, esta verificagao
teria de ser feita caso a caso, isto ¢, partindc da expressao correspondente
a cada forca que estivesse atuando sobre o corpo. Como, de uma maneira
geral, as expressoes destas forgas sdo fungdes da distancia enire 03 COrpos
que estio interagindo (lembre-se. por exemplo. da forga gravitacional) € esta
distancia & invariante entre os observadores inerciais (para as transformagdes
dadas por (7.6)). temos que as forgas de intera¢ho também séo invariantes
entre os observadores inerciais!.

A terceira lei de Newton, como é [dcil concluir, também é a mesma para’

todos os observadores inerciais.
Varos discutir o seguinte exemplo. Seja um corpo langado normontal»
mente de uma altura h em relagao & superficie Aa Terra (estamos tomando &

1Pode sor qre, neste mumentc, vocé esteja pensando na forga sobre uma carga movendo-
se num campo eletromagnético. Ela depende da velocidade e esta, é claro, varia conforme ¢
observador inercial {veja expressao (2. 1}]. Este caso pode estar parecendo uma exceq¢ao, mas
nao é. Os campos E e B também variam com o observador. Adiantemos que a quant.dade
qE + gt x B fica realmente invariante.
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Terra como iudo, aproximadameite, um referenciai inercial). Considerernos
que 5 mevimenio deste corpo seja visto por dois sbservadores: um fixo cm
relagdo & Terra, que chamaremos de O, e outro movendo-se com a mesma
velocidade horizontal do corpo {observador 0). Sob o ponto de vista do pri-
meiro observador, temos a situagio mostrada na Figura 7.4, O observador O
V€ ¢ corpo € 0 obseivador O com a mesma velocidade horizontal 7. J4 para o
observador O, temos a situagao mostrada na Figura 7.5.

Figura 7.4: Ponto de vista do observador O.
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c . .
. OImi0 fa,lar‘nos acima, a segunda lei de Newton descreve o movi.nento do
;)rpo para ambos os observadoies. Assim, iemos para O e O/, respectivamente
(lembre-se de que a forca gravitacional n3o muda para eles)
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dv av
— T = — = e = — g ] 7.10
I=ma o ai, (7.10)
do! di’ .
_ = = — = —g3 7.11
mgj=m— 2 gi, I {7.11)

Resolvendo as equagdes diferenciais {7.10} e {7.11), encortramos

r=ut, yﬁh—éﬁﬂ (7.12)
1
=0, y=h—§g% (7.13)

Como podemos notar, conhecendo-se a soligdo de um determinado problema
nurn referencial inercial, podemos vsar as transformadas de Galileo [expressies
(7.6)] e obter a solucio noutro referencial inercial. Para o observador O, a
trajetdria do corpo € uma parabola. J4 para o observador O’ é uma linha reta.

A fisica descrita pelas leis de Newton é a mesma para todos os observadores
inerciais. A partir dal, somos tentados a extrapolar esta conclusfo para toda
a Pisica, isto €, todas as leis fisicas devem ser as mesmas para todos
os observadores inerciais. Adiantemos que isto parece ser mesmo verdade
e é tido como um dos mais importantes principios da Fisica, conhecide como
principio de Galileo ou prineipio da relatividade. Continue prestando atengdo
Para u yue € 5E5Ua.

No século XIX, a teoria oletromagnética adeouiriv um grande avanco com

as idéias de Mavwell, encerradas principaiinente com previsio de ondas ele-

tromagnéticas®. Estas ondas foram constatadas experimentalmente por Hertz
alguns anos mais tarde. Assim, a teoria eleiromagnética, a exemplo da meca-
nica newtoniana, parecia ser também uma teoria muito poderosa {(de fato 0 é).

Acontecia entretanto o seguinte pioblema tedrico: quando dizemos que as
lels de Newton sdo invariantes para todos os observadores inerciais, isto signi-
fica, dentre outras coisas, que se realizarmos uma experiéncia mecinica num
referencial, nenhum resultado poderd priorizar este referencial em relagio aos
demais. Conforme ja vimos, o resultado desta experiéncia pode ser trans-
pcrtado para o tro referencial inercial pelo uso direto das transformadas Je
Galiles. O problema que mencionamos acima é que isto parecia nio ocorrer
com o eletromagnetismo. Por exemplo, ha experiéncias realizadas num certo

*Isto foi obtido partindo-se das equagiss bisicas do eletromagnetismo, que 536 em mimero
de cuatro e atualmente conhecidas coms equagdes de AMazwell.
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refercncial que, apds ¢ usc das fransformadas de Galileo, os resultados nio
coincidem com o= da mesma experiéncia realizada neste outro referancial. Isto
poderia estar significando que a teoria eletromagnética viola o principio da
relatividade. Este choque de idéias ocorreu no final do sécuio XIX e inicie
do século XX. Alguma coisa parecia estar errada na Fisica Teérica. Note que
este era um problema puramente tedrico, Nao havia nada experimental que
estivesse em desacordo com 6 eletromagnetismo e mecinica newtoniana, muito

pelo contrario.

~ Este problema foi resolvido por Einstein, em 1905, com a formulagio da
teoria da relatividade especial. Esta teoria reafirma o principio de Galileo,
isto &, de que as leis fisicas devem ser as mesmas para todos os observadores
inercisis. Um oufro pouto fundamental é que a velocidade da luz deve ser a
mesma para todos os observadores interciais®. Com isto ele obteve um conjunto
de transformagoes para se passar de um refereneial inercial a outro. A tirulo
de ilustracao, vamos eccrever estas transformacoes:

4+ Ve
Ve’
1= —
c
!
¥y = vy,
z = z,
, V!
t -
o2 _
L (+.14)

onde ¢ é a velocidade da luz. Estas transformagées sio chamadas de truns-
formadas d= Lorent*. Note que as transformadas de Galileo sio um casn
particuiar das transformadas de Lorenuz quando V' < c. Entéo, o problems
que havia na Fisica nfo era nem do eletromagnetismo nem do principic de
Galileo, mas sim do conjunto de equagdes que faziam a passagemn de um refe-
rencial a outro. .

Observe ainda algo bem interessante. O tempo nio é mais absoluto para
todos os obscrvadores inerciais como era nas transformadas de Galileo. Sobre

3sto estava de acordo com s resultados da experiéncia de Michelsdh e Morlev, realizada
inicialmente em 1881. Detalhes sobre esta experiénca podem ser encontrados €m qualguer
livro introdutério de relatividade especial.

“Elas j& eram conhecidas por Lorentz antes da teoria da relatividade. Para e, eram
transformagdes que levavam 3 invariancia do eletromagnetismo. Entretanto, ele nio sabia
de cnde elas vinham e o que realmente significavam. Faltava justamente a teoria.
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a interpretacdo disto deve-se ser cauteloso. Andlises descuidadas e considera-
¢des precipitadas (ou intuitivas) podem levar 2 conclusoes absurdas. O que as
celackes (7.14) significam ¢ que a um ponto do espago, além das coordenadas
x, 4, z, deve ser incluida uma outra, o tempo. Um evento, portanto, € algo que
acontece nurm certo ponto do espage e num certo tempo. Isto é, para o chser-
vador O, este evento é caracterizado por (z,y, z,£) € para O por (z". Y.z ).
Os conjuntos (z,y,2,t) e (z',9/,2,t) sdo ditos pontos do espago-tempo para
oz observadaores O e (0, respectivamente. O relacionamento entre estas anan-
tidades é dado por (7.14). Simbolizando, em cada pontc do espago devermos
associar um relégio, localizado naguele ponto. Isto é, para o observador 0, em
cada ponto z,¥, z do seu sistema de referéncia, existe um reldgio que mede o
tempo no referencial dele. Existem portanto infinitos relégios, todos sincroni-
zados (o sincronismo dos relégios é um ponto importante neste estudo). Para
o observador O', em cada ponto z,v/,2' do seu sistema, também existe um
relégio. O que acontece é que estes reldgios andam de maneira diferente nos
dois referencisis.

7.3 Observador nao-inercial

Consideremos agora que na situagao descrita na Figura 7.3, o observador o'
se afaste de O com uma velocidade nfo constante. Sendo O, por hipétese,
um ohservador inercial, O’ nao o serd. Vejamos, entéc. 0 que acentece no
referencial deste observador. Seja movamente a Figura 7.3 e tomemos que 1%

= N M s ks T daa R i
LA 5Ujw waie wissbantc. Do trifngmle OPCY, pecrovemes

F(E) = 70+ 00, (7.15)

f— .

que é & mesma relagio (7.4), s6 que agora QO nao é mais ignal & V't {consi-
derando @ e €’ coincidentes em t = 0). Derivando a quantidade acima uma e
duas vezes com respeito 20 tempo, obtemos, respectivamente

F)=3')+V(t), (7.16)
at)y=a'(t)y+ (), (7.17)

onde ¥(t) é a aceleragio de O em relagic a O’ no instante t. Reescrevendo a
expressao (7.17) como

&) =&(1) -7 (1), (7.18)
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vemos que 2 acelerugdo do corpoe para o observader O (nio incrcial) € igual &
acelera¢ao para o ubservador O {inercial) menos a accleragac que o observador
(' possui emn relagio ao observador Q. Eatdo, no refarencial de O, sobre um
corpo de massa m aparece uma {orga —m¥ além das forgas que sao vistas pelo
observador O. Esta for¢a, por s6 existir no referencial de O (nao incercial) &
chamada de forga ficticia ou forga inercial. Elan3o estd relacionada anenhuma
interaciio a exemplo das forcas que aparecem nos referenciais inerciais. Fla
nac obedece & terceira lei de Newton, isto & nio exisie rea¢hs para —my.
Entretanto. a fim de calzular « trajetdria de um ~orpo nim referencial nao
inercial. temos de estender a segunda lei .2 INewton de mudo a incluir também
as forgas ficticias.

Varnos mostrar um exemplo. Considere un elevador subinde com acele-
ragio ¥ (v < g). Uma pessoa dentro do elevador solta wm corpo de uma
altura A. Vamos ver quanto tempo o corpo leva para atingir o piso. As forgas
que atusm sobre o corpo, para a pessoa dentro do elevador {observado: néo
inercial) estao especificadas na Kigura 7.6. Como podemos notar, tivemos de
colocar a forga —m¥ (forga ficticia) além da forga de interagio gravitacional.
Com ¢ uso da extensao da segunda lei de Newton para o corpo, encontramos

—mgj—myj=maj. (7.19)

Figura 7.6: Forcas que atuam sobre o corpo para o observador no elevador.

®

H
Os Y ! .
O gt

4

Simplificando a massa e trabalhando sem a notagio vetorial {o problema ¢
numa dimensdo apenas), encontramos

a'==(g+7, (7.20)
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cuja solucao € diretamente obtida

V=h=lgen) s 7o)
Quando o corpo atinge o piso do elevador, ¥ = 0. Assim, o tempo que o corpo
gasta para isto é !
2h
t=4{—. (7.22)
g :

A titulo de ilustragéo, vamos calcular este mesmo tempo mas considerando
agora um observador inercial (que chamaremos de O), situado fora do elevador,
vendo-o se mover com aceleracdo . A Figura 7.7 mostra os dados do problema
segundo O, ende V, é a velocidade do corpo (e do elevador) quando ele ¢ solto.
Note que apenas a forga gravitacional atua sobre o corpo E ficil concluir que
as.equagdes da corpo e do piso sio

1
ve = he + Vot — 5 gt°, (7.23)

1
Yp = hp + Vit + §'th. (7.24)

Figura 7.7: Dadcs para o chservador O em £ = 0.

Quando o corpo atinge o piso do elevader. temos obviamente y, = Yp. Assim.
combinando as duas equagdes acima encontramos

1 1 5
h— = + rd
gt - (7.25)

que [ornece o mesmo resultado dado por {7.22).
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7.4 Observador nao-inerciai — referencial girante

- A essfneia do gne vemios discntir aqui 34 foi spresentads na secin anterinr

que é o aparecimento de forcas ficticias para o observador nio inercial. O
fatc movo sao os tipos de forgas ficticias que irdo aparecer. Inicialmente, para
facilitar os desenvolvimentos algébricos, consideremos um certo vetor A de
médulo eonstante, girando em torno Je um eixe com vciocidade angular w,
como mostra a Figura 7.8. A supesficie de revolucio descrita é uma superficie
-conica onde ¢ € o dngule da ger~triz com ~ eixo de simetria. De acordo com
os dados da figura, podemos escrever®

|dA] = {Asen) dd. (7.26)

Dividindo ambos os lados desta relagao pelo intervalo de tempo correspondente
4s variagbes d6 e dA (note que nao estamos derivando a relagio acima), temos

= Asenqﬁ% =wAsen¢. (7.27)

4

A relagio (7.27) correspornde a0 méduio de uma expressae vetorial, pois Ae
conseqientemente d A s3o vetures. Entretantc. nio podemos inadvertidamente
escrever que dA/dt ¢é igual 2 wsenh A. Um srgumento imediato contra isio

®lA] = A, mas |dA| # dA pois como ]Ai A & canstante dA = 0 {e |dA] no & zero).
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é que A e dA possuem direcoes diferentes. Pur outro lado, se considerarmecs
a velocidade anguliar como sendo um vetor (vere.nos meis detalhes sobre isto

non Tamftalas 10 A 1Y pnen Adiearin s aonmtidn sermamificadne na Figmes 70 4
L T LA AL b ds A e B T e R e i - St -,

facil ver que (7.27) corresponde ao mddulo da seguinte equacao veiorial
— . '-'
%:axﬁ'. " (7.28)

Consideremos agera ceis obscrvadores O v . Por hipdtese, tomemos O como -

sendo inercial e O girando com veloc, lade angilar & om relacdo a 0. Con-
sideremos ainda ambos com a mesma origem e analisando o movimento de
uma certa particula (veja Figura 7.10}. Os vetores ¥(¢) e 7/(#) correspondem
aos vetores posicdo da particula para os observadores O e O' respectivamente.
Escrevendo-o: em termos de suas componentes, temos

T= ri+yf+ 2k (7.29)
=2ty + (7."30)
Observe que tivemos de distinguir também os unitdrios correspondentes dps

dois sistemnas de eixos porque eles niao sio iguajs, contrariamente ao caso da
Figura 7.3, onde os eixos eram paralelos. ‘

Figura 7.9: Vetor velocidade angular.

Como 7 (t) = 7'(t) (veja Figura 7.10), temos
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Figura 7.10: Observadores O ¢ O analisam o movimento de uma certa particufa,

wi+yj+zk =27 + yf + 2H (7.31)

Derivemos ambos os lados desta relagio com Tespeito ac tempo. Para tal,
tomemos o referencial do observador O (por hipétese inercial), Neste caso. os
unitarios , 7', &' do sistema de coordenadas utilizado pelo observador ' nio
sao constantes. Assim,

Fid dat ali;,!

o/ ‘ s a7 r

= +I__.+ —_— 4+ — . \r-n'.‘
dt Y dt dt 32)

E f4eil ver que os unitdrios , 7. &’ Elescrevem movimentos e torno do eixo de

rotagdo semelhantes ao do vetor A, mostrado nas Figs, VIL.8 e VIL9. Assim,

pela relagao (7.28) podemos escrever

<L

T o= ' +20xT+ydxi+doxl
= ' +Tx7
= P 45xF. : i7.33)
A d'tima passazem se deve au fato de 7 = 7. Derivemos agora (7.33) nova-
Mmente com respeito ao tempo, ‘
45 _ 45w
prile Et—Xr—l-wxd—t‘ (7.34)

O teriao do lado esquerdo da relagao (7.34) ¢ a aceleracdo da particula para o
observador O. Entretanto, nao podemos afirmar que di''/d# seja a acclericio
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da particula para O' porque estames temando zs derivadas sob o ponto de
vista do observador G (onde os unitdrios ¥, ¥, " nfo sfo constantes). Temos,
entao,

di’ G f pm, aa ., 1 !
i AR AT
g5 dy dk’
= (1' rrU’ +'Uy di U;g{
= a’+ax\u. _ (7.35)

Substituinde (7.35) em (7.34). encontramos

. st dd
@ = 4 +wxv +wxv+ﬁxr
oy, QW
= &' +20xT +OX(TXF)4+ — x7

(7.36)

Onde na ltima passagem usou-se a expressao (7.33). Censiderando o mesmo
raciocinio desenvolvido na subsegio anterior, temos que para o observador O/
a aceleracao da particula é (vamos substituir novamente « por )

5’:E_Qx(ﬁxff)—'2(3><5'—%XF'. (7.27)
Como vemos, para uma particula de massa m vista do referencial O’ (nao
inercialy, podem existir trés forgas inerciais atuando sobre ela: uma é — m@ x
(@ x 77} que é a conhecida forpa centrifuga®. A outra forca ficticia, --2m & x &'
é chamada de forca de Coriolis”. Quanto & ltima, — m & x 7, ndo chegaremos
a usd-la, pois s6 consideraremaos o caso particular com & constante.

A fim de mostrar como um simples movimento num referencial inercial
pode ser complicade sob o ponto de vista de um observadeor nac-irercial, vamos
discutir o seguinte exemplo®. Sejam duas pessoas, A e B, sentadas préximo
a borda de uma mesa circular de raio R. Consideremos o sistema (pessoas +
mesa) girando com velocidade angular constante & em relacio a um referencial
inercial. Todus estes detalhes estdo especificades na Figura 7.11.

5No caso particular de movimento circular, a expressiv da forga centrifuga adquire a
form. familiar — w2r'7,
"Goriolis foi wm engenheiro fraucés que viveu ro inicic do Século XIX.
1. Barcelos-Neto e M.I3. Dias da Silva, An ezample of motion wn a rotaling frame. Eur.

}. Phys. 10 (1989) 305.
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Figura 7.11: Observadores yirantes A e B.

5
—

7!
—

Num determinado instanie (¢ = 0), a pessoa A joga um pequenc disco para
B, deslizando sobre a mesa. O objetivo é que ele chegue até B apds um inter-
valo de tempo igual 2 2n/w (periodo). Isto significa que para um observador
inercial, que vé A e B rodando, a pessoa B receberd o disco quando passar
no mesine ponto em que estava no instante em que o disco foi arremessado.
Consideraremos ainda que nao haja atrito entre o disco e a mesa.

Vamos estudar o movimento do disco em relagao aos dois referenciais. Para

o observador inercial, a resultante das forgas que atuam sobre o disco ¢ zero.

Portanto, para ele, o movimento & retilineo e com velocidade constante. Pelas
condi¢Bes de contorno do problema. o disco deve ser arremessado como mostra,
a Figura 7.12, onde &, é a velocidade inicial com que a pessoa A arremessa o
disco. Temos, entéo,

v, sene’ = wh (7.38)
v, cosa’ = vg. {7.39)

Para o diseo atingir B quando ele passar novamente pela posigic mostrada na
Figura 7.12, deveremos ter

27 wR
QR*‘UH—“ = VR =

: ‘ (7.40)

I’

onde vg ¢ 0o médulo da veloc1dadt resultante. Comomando estas equacoes,
encontramos

tana’ =7 = a’ ~72,3° {7.41)
Cwh
s T 105 wR. (7.42)

56én o
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Figura 7.12: Condices iniciais com que o disco deve ser arremessado.

A titulo de ilustracio, a Figura 7.13 mostra a posigao do disco e dos observa-
dores apés haver decorrido 1/4 do periodo.

Vamos passar a discutir o problema imaginando que estamos girando junto
com a mesa (referencial de 4 e B). Agora, a forca resultante que atua sobre
U disvo wau ¢ wads cero. Mesto reforencial givante, trimos wluands o lorge
centrifuga e a de Coriolis. A Figura 7.14 mostra estas [or¢as para uma certa
posicao genérica do disco. A dindmica do corpo é obtida considerando-se a
generalizagio da segunda lei de Newton pela inclusho das forgas ficticias, O

resultado é que o corpe possui a seguinte aceleragio (veja eq. (7.37))

PRI

il = =@ x (G xF) - 20 x B (7.43)
Reescrevendo a expressao (7.43) em termos dos unitdrios i’ e 7 encontramos
a' = (P’ +2y) ¥+ (W —2wi’) 7. (7.44)

Temos entav as seguintes equagoes diferenciais

! w4 (7.45)
i why — i’ (7.46)

b3
|

il
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Figura 7.13: Posicio do disco e observadores avds 1/4 do periodo.
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Para resolver as equagdes (7.45) e {7.46), vamos adatar um processo semelhante
a0 utilizado no primeiro exemplo do capitulo anterior. Multipliquemos entéo
a segundg cquagao por 2 = +/—1 e somemos o resultado A primeira,

FHif = (2’ +iy) - wild +iy)
= 4+ wif—wk =0, (7.47)

onde

E=2a"+iy. (7.48)

A_ equagao (7.47) é uma equagic diferencial linear e homogénea. cuja solu-
¢80 sabemnos ser do tipo e*. Assim, substituindo esta quantidade em (T.47),
obtemos

Mi2iwh-uw?=0, ‘ (749)
que d4 duas' raizes iguais a Tiw. Pelo que ja vimos na Subsecdo V.Z, uma
solugao é e~ ¢ a outra é te ™, Portanto, a soiugio geral de (V.47) ¢é

£(1) = (c1+ cat) e™™*, (7.50)

onde ¢; e ¢y sao ¢cnstantes complexas genéricas. Vamos interpretar =stas
constantes em termos das condigdes iniciais do proklema, que sao
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Figura 7.14: Forcas que atuam no disco para os observadores n3o inercials.

e J.

\J " —Zm(:)x;"'

-
=R {xr )

L

z, =0,

"_

yoV—'R‘t

. ' /
I, = — vy sena’,

o y r
g, = 1, cosar .

Inserindo esses valores em (7.50), encontramos

Cl=—i]:£.

cg = —vlsena’ +wh+iv,cosa’.

Assim, a solugao £(t) passa a ser dada por

; —ii : —iwt
£(t) = —iRe ™" — (rgsena’—wR—u':)coscr’)te e

Usando (7.48), obtém-se «'(t} € ¥/ (i)

' (2) = (viteosa’ - R) senwt + (wR — v, sen o) tecoswt
y (t) = (vhtcosa’ — R) coswt + (vgsena’ — wR) tsenwt .

(7.51)

(7.52)

(7.53)

(7.54)
(7.55)
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As equagdes (7.54) e (7.53) 30 as solugSes das equagdes difercnciais (7.45}
. (7.46) com ac condigGes iniciais dadas nor (7.51). Enmretunto. elas ainda
nao Sio as equacdes 4o movimento do disco do problema proposto no inicio.
Conforme foi dito, estamos querendo que o disco chegue ds maos da pessoa
B apés o intervalo de tempo 27/w. Ha mais duas condiges de contorne que
devem ser satisfeitas,

\w

o fﬁf):(} e y'(%);R, (7.56)

Introduzindo-as nas solugdes {7.54) e (7.55), encontramos que a solugéo do
nosso problema é entéo

z'(f) = (f,; - 1) R senwt, (7.57)
(E) = (“’; ~ 1) Reoswr (7.58)

A Figura 7.15 corresponde & trajetdria do corpo para os cbservadores nao
inerciais, onde tomamos R = 2m e w = {5 rad/s. E importante que vocé
compare esta trajetéria com a do observador inercial. Para ele, a trajetéria era
um simples movimento retilineo uniforme. Para as pessoas que estao girando
junto com a mesa, a trajetdria é bem mais complicada, chegando inclusive a
fazer uma volta préxime ao centro da mesa.

Mais interessante ainda é generalizar o exemplo que discutimos. Conside-
remos que o disco leva um tempo igual a N vezes o periodo para atingir B,
sendo NV um pumero inteiro positivo. A generslizagdo das solucdes para este
caso nio é dificil de ser obtida. Ela é dada por

ry o= (2 . 7

P () = (Nﬂ 1) R senct, (7.59)
t .

J(t) = (%—1)}2(:05:%. (7.60)

As Figuras 7.16 e 7.17 correspondem as trajetérias do disco para os casos de
N =2 e N = 3, respectivamente.

Um outro exemplo de observadores nao-inerciais em referenciais girantes
somos nés mesmos, devido ao movimento Je rotaggo da Terra. Pela rela-
cao (7.37), temos que o movimento de um corpo de massa m, observade da
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Figura 7.15; T.zjetdria do disco para as pessaas que giram junto com a mesa.

R

J

sunerficie da Terra, possui, além do peso® mais duas forcas inerciais: a forca
centrifuga, — m & x (@« 77), e a de Coriohs, —2mw % r’, onde & € u velucidads
angular de rotagBo da Terra. Em virtude de esta velocidade ser relativamente
pequena, os efeitos das forcas acima mencionadas sao despreziveis em muitas
situagOes. No caso da forga de Coriolis, ela pode se tornar significante se a
velocidade do corpo {medida por uw observador na Terra) for relativamente
grande, como por exemplo no caso de foguetes. De qualquer maneira, hé vi-
rios exemplos da presenca destas forgas para nds, aqui na Terra. Vamos a
seguir discutir aleuns deles. "
Seja inicialmente um corpo em repouse sobre a superficie da Terra. A
forga de Coriolis é nula. O efeito da forca centrifuga provoca. aqui na Terra,
a medi¢ao de um “campo gravitacional” ligeiramente difererte daquele obtido
pela lei da gravitagio de Newton. Seja um nonto de latitude A. A Figura 7.13
mostre & situacio deserita. O campo gravitacional aparente medids por mn

Gy . ) - . r
Na&o vai.10s sevar em conca a forga de atrito com o ar. Nae que ela .eja sempre drsprezivel,
Em muitos casos, ela pode ser até maior que as forgas inerciais presentes. O fato de nao
considerd-la é apenas para facilitar a andlise do que estamos querendo apresentar.
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Figura 7.16: Trajetéria co disco no referenciai ndo-inercial para N = 2.

T
1

a
\-

e "

observador na Terra é

=t

F=g-ax (@x7). (7.61)

Umea conseqiiéncia imediata disto é que, como a superficie liquida da Terra
tende a ficar perpendicular a g’ (e ndo a §), a Terra adquire a forma de um
elipséide de revolugdo. O moédulo de §' é dado por (veja Figura 7.18)

1
¢ = [0+ 10x (@ 7)i2+ 2913 x (@ x )] cos (180° - N e

Ccnsiderande R = G, 378 km o raio médio da Terra, encontromos

w?Rcos A
3.373 x 1072 cos Am/s? . (7.63)

{5 x (@ x )|

I
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Figara 7.17: Trajetéria do dicco o referencial n3o-inercizl para N = 3.

¥

Substituindo este resultado em (7.62), vem

I

¢ = {g°+1,1410 3 cos? A~ 6,67 x 1077 cos’ A)

l ; .
o (gg — 6,67 % 10724 cos? )\) ‘. (7.64)

No pdlo norte (A = 90°Y, nao hé influéncia da ior¢a centrifuga. A maior influén-
cia é sobre o equador. Tomando-se que no pdlo norte o campo gravitacional
vale 9,83 m/s2, no equador serd ¢’ = 9,80m/s2, correspondende, portanto, a
uma diminuigido de 0,3% do valor de g (veja o exercicio 7 e compare também
com o eXercicio 3.3).

N0 ¢ dificil concluir que a companente horizontal (paralela & superficie da
Terra) da forga de Coriolis produz um desvio nos movimentos para a direita
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Figura 7.18: Corpo sobre a superficie da Terra numa latitude A.

EQUADOR

quando se estd nc hemisfério norte € para a esquerda no hemisfério sul, A
Figura 7.19 mostra este efeito em duas situagoes particulares. O simbolo @
representa um vetor (no caso o vetor velocidade) apontando perpendicular-
mente para dentro (o simbolo @ representaria apontando para fora). Como
vemos, no equador a componente horizontal da aceleracao de Coriolis € zero.
Nos pélos ela é maxima. _

Toto 4roz algumas coneogii®nelas interesgantoe. TIma delag 6 que o mnwvic
mento pendular ndo é plano. A Figura 7.20 mostra, de forma cxagerada, o
que acontece numa vista de cima. A velocidade angular com que o maovimento

pendular gira em torno do eixo vertical (chamada de precessio) é dada por

Q =wsenA. (7.65)

Hygte péndulo foi ideatizado por Foucault com o intuito de provar o movimento

de rotacie da Terra. Segundo ele, se a Terra néo girasse o movimento teria de
ser plano. Nao ¢ dificil chegar a esta conclusau. Imagine o péndulo colocado
2m um dos pélos. Note que para um observador inercial situado fora da Terra
seria ela que estaria girando embaixo do péndulo. i

Uma outra conseqiiéncia é a formagao de ciclones. Eles ocorram guando
uma zona de baixa pressio ¢ formada na atomosfera. H4 entfo um desloca-
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Figure 7.19; Efeitos da ior¢a de Coriolis,

asenh

a = -2wxt"
I

mento de ar em dire¢o a esta regifio. A Figura 7.21 mostra o que azontece nos
dois hemisférios para pontos rolativamente distantes da zona de baixa pressfo.

Conforme as molécules de ar vao se aproximando. passam a existir vutros
efeitos de pressao e temperatura, que nao convém serem discutidos aqui. Os
resultados acham-se esquematizados na Figura 7.22. O in‘eressante a ser des-
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Figura 7.21: Deslocamento de ar para zora de baixa pressio.

N
e
. :
. Balxa "
\\ ! ’,I
- 0 g A 0 F
essin,
- i .
:
HEM, NORTE

O @——T :"" ------ o—e E

taccda é que no hemisfério norte os ciclones giram em sentido anti-hordrio e
0o hemisfério sul em sentido hoirio.
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Figura 7.22: Formagio de ciclones.

N

HEM. NORTE ~

HEM. SUL

» Exercicios

7.1%, Um remador sobe um ric rum barco 2 remo, cormn uma vaiocidade cons-
tante, Ao passar sob uma porte, deixa cair um okjeto que flutua nas aguas do
ric. Ele somente nota o fato apés haver remado meia hora, Neste instante, re-
solve retornar, remando com a mesma intensidade, até encontrar o objeto, que se
encontrava a 1 km da ponte, rio abaixo. Achar a velocidade do rio. Resolva este

CAPJTULO 7. MOVIMENTO EM REFERENCIAS NAQ-INERCIAIS 117

problema sob o ponto de vista do referencial teria e, depois, do referencial ro.

7.2, Duas particulas, 1 e 2, deslocam-se ao longo dos eixos = e v com veloci-
gades ; = Zicmys € Ug = 3jcm/s. Em £ = U, elas estac em 1] = —31cm e
7o = —3jcm.

a} Qual a velocidade da particula 2 em relagio a parti cula 1?7 Como um
observador movendo-se junto com 1 pode afirmar se vai haver ou n3o colisdo
entre 3s particulas?

k) A que instante as particulas estar3o mais préximas uma da outra? Qual é
esta distancia?

7.3*. Um navio a vapor navega no sentido sul a 25km/k, numa regido onde
sopra um vendo de sudeste a 18km/fh. Qual o dngulo que a fumaca salda da
chaminé forma com a direcio norte?

7.4. Um elevador sobe com velocidade constante cujo médulo vale 2m/s. Num
dado instante, desprende-se uma idmpada do teto do elevador. Sabendo-se que
sua altura vale 3m, calcule o tempo que a 18mpada leva para atingir o piso,

a) considerando um observador fora do elevader (parado em refacio ao solo);
b) considerando um observador dentro do elevador.

7.5. O motorista de um carro estd indo atrds de um caminhio. FEle nota,
entao, um pedra presa entre os dois pneus traseiros. Prudentemente, ¢ motorista
afasta-se para uma distdncia de 25,0m do caminh3o pois, segundo seus cilculos,
22,5m seria a distAncia mdxima que a pedra poderiz atingir. Qual a velocidade
do caminh3o?

7.6. Resolva os exercicios V.6 ¢ V.7, usando um referencial nio inercial onde
05 COrpos estejam em repouso.

7.7*. Qual deveria ser o dia terrestre para que uma pessoa, no equador, nio
sentisse a acdo do campo gravitacional?

7.8%, Uma pessoa estd num elevador subindo com aceleracio vertical 5. Fle
gira um balde com dgua num circulo vertical de raio R, com habilidade tal a
manter a velocidade angular constante.

a) Numa posigio qualquer, quais as forcas que atuzm sobre’a dgua?

b) Qual a velocidade angular minima que a pessoa deve imprimir ao sistema
para que a dgua nio derrame?

¢) Qual d-veria ser esta velocidade se, em lugar do elevador, 3 pessoa estivesse
aum trem, movendo-se horizontalmente com aceleracic 57
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7.6. rara um observador inercial O, o movimente de uma partl cula é descrite
por 7(¢) = 537+ 265 — k metros (t em sesundos). Um outro observador O
u8 o movimento da mesma particula, sé que através do seguinte vetor posigao
7(t) = T3 4 7 — tk metros (¢ em segundos).

a) Qual a velocidade do observador O em relag8o ao observador O'7
h} O observador O' é também inercial? Explique.

I

7.10%, Um pequenoc disco de massa m gira em torno de um ponto O, sobre
uma mesa, preso a um fio de comprimento [ e massa desprezivel, como mostra a
Figura 7.23. O atrito entre o disco € a ‘mesa também & desprezivel. O sistema
descrito estd num referencial inercial.

a) Faca um diagrama mostrando as forgas que atuam sobre o disco de acordo
com um observador inercial. Onde estdo as reagBes a estas forgas?

b) Considere agora um observador localizado no ponto O e girando com a
mesma velocidade angular &J. Este observador € inercial? Faca um diagrama das
fércas que atuam no disco segundo ele. Onde esto suas reaces?

¢) Suponha que num determinado wnstante o fio se rompa. Esquematize 2
trajetdria seguida pelo disco de acordo com os dois observadores descritos nos

itens anteriores.

Figura 7.23: Exercicio 10,

R - VISTA
SUPERIOR

€4

VISTA
LATERAL

7.11. Dois eximios atiradores A e B (mas péssimos alunos de Fisica) decidem
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tirar suas diferencas num duelo n3o muito convencional. Eles se roloram numa
p!at;l;forma circular de raio R = 25m e aue gira n. sentido anti-horsrio com &
revolugdes por segundo. Eles estao dispostos comn mostra 3 Fioura 704 T -
J 530 dois juizes cuja disciplina de Mecinica Newtonianz nio fazja parte de séus
curriculos quande estudantes.

Co.rr-:o os atiradores n3o prestaram a devida atencdo durante as aulas de re-
ferenciais ndo inerciais, eles apontam suas armas diretamente um Fara ¢ outro,
O resultado dcsta trigica disputa é que 05 juizes foram aivejavo. Sabendo-se
gue a velocidade das balas (relativament= aos atiradores) é de 400w m/s, quemn
atingiu. quem? Esquematize as trajetdrias das baias para o referencial girante
especificando as forgas que atuam. Considere o peso da bala desprezivel. ’

Para que este exercicio seja resolvido sem consirangimentos, deixe-me dizer
que os ferimentos dos juizes ndo foram graves e, apds este episddio, as pessoas
envolvidas no litigio optaram por atividades majs pacificas.

Figura 7.24: Exercicio 11.

’ ot - .
7.12. Um corpo ¢ atirado para cima com uma velocidade Uo. Prove que ele

voitard & Terra, deslocado para o oeste, de uma distincia igual a 4 weos ), /32
. g !

onde A € a latitude e & = 22 /2g.



cAPTULO 8

_’rincipios de conservagdo

O nosso objetivo neste capitulo serd estudar os movimentos sob o ponto de
vista dos principios de conservagio. Em termos de contetido fisico, pratica-
mente nada serd apresentado de novo. Apenas introduziremos algumas defini-
goes, como trabalko, energia cinéiica, momento angular, lorgue etc. De uma
maneira geral, o conteido fisico continua sendo as leis de Newton. No fundo, o
que vamos fazer nada mais é do que reapresentéd-las com uma outra roupagem.

Adiantemos que os principios de conservago que regem todos os movimen-
tos do universo sao trés: Os principios de conservagio da energia, momento
linear ¢ momente anguler. No caso da conservacio da energia, veremos que
para certos tipos de forqa (chamada conservafiva) e a partir da segunda lei de
Newton é mostrado que a quantidade

EM :Ec+EP (8-1)

se conserva, onde Eyy, E; e E, sio as energias mecdnica, cinélice e potencial,
respectivamente, cujas definicdes veremos daqui a pouco. O que serd intro-
duzido de novo, isto &, ndo decorrente das leis de Newton, ¢ admitir que a
idéia de conservacac de energia tenha um cardter mais amplo do que aquele
encerrado na relacao (8.1).

Continuaremos neste capitulo tratando do caso d> uma particula. Enire-
tanto, em alguns exemplos poderdo aparecer mais e uma. O conceito de
sistema de particulas serd apresentado formalmente a. partir do capitulo se-
guinte.

121
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5.1 Trabalho e energia cinética

Seja uma particula de inassa m movende-se sob a agao de varias loigas. £ oy
F,, Fy ete. como mostra a Figura 8 1. Seja di um deslocariento infinitesimal
sofrido pela particula ao percorrer o seu trajeto. Define-se como o trebatho
realizado pela forga EF., (i = 1,2,...), neste deslocamento d4F, a quantidade

escalar dada por

dW; = F. . d7, (8.2)

_;

onde o ponto entre F; e dF representa produto escalar. Evidentemente, o
traballo realizado por F; desde uma certa posigao iniciai 7, até uma posu;ao

final 7, é dado por ‘ .

. _
W, o = / E(7) . dF. (83)

Figura 8.1: Forgas atuando sobre um corpo.

el
E

Observe que na definicao de tralalho referimo-nos a uma forca qualquer das
forcas que atuar sohre o corpo, ndo precisando ser, necessariamnente, a resul-
tante. Entretanto, se considerarmos o trabalho realizado pela forca resultante
temos
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b b=
wr [ ::l‘ - inq* ffe f é - :ub
R AT

g
!
s

1 bd I A
= 3 /dt - U)dt §m/ﬂ dv
1 1
= imvg—é«:rzvg, {8.4)

onde, na segunda passagein, usamos a segunda lei de Newton. A quantidade

N

E. = %nw? (8.3)

& chamada de energia cindtica.

8.2 Conservagdo da energia

" Primeiramente, vamos introduzir o conceito de energia potenciel. Comecemos

dizendo que existem for¢as na natureza com a seguinte caracteristica:

jﬂf' dF=0. (8.6)

Isto €, cujo trabalbo realizado num percurso fechado qualque:r é nule. Como

An - Fomanm o — J - R
"“"’“Y‘“]"q "‘”"*"" tine ot fC S5, WINSS o PTEG < G STIGG Tuula. J_aLa:J J.L.ugd.;

séo chamadas de forgas conservativas. Como exemplo mais comum de forcas
nio conservativas, temos a forga de atrito cinético {a forca de atrito estdtico
nio dissipa energia). I f4cil ver que ela realmente nao satisfaz a relagdo {3.6).
Daqui o pouco, veremos o porqué desses nomes, isto é. forgas conservativas e
nao conservativas.

Pelo teorema de Stokes, podemos transformar a integral de linha da relacao
{8.6) numa integral de superficie,

f{rot f}-d§=o, 13.7)
onde § é uma superficie qualquer, limitada pela curva fechada 7 da relacao

anterior. Prra que (8.7) seja possivel, jd que £ srnerficie 5 peossai um alto
grau de arbitrariedade, temos

rot f =0, (8.8)
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ou seia, a forga conservativa é uma forya irrotacional. Lembrando da identi-
dade que rot grad é um operador nulo, nodemos escrover a forga cunservativa
f como o gradiente de uma fungao escaiar,

f=kegrads, ;{89
onde a funcdo ¢ é chamada de enemic potencial (Ep) quando a consjtante k
vele -1 (veremos o porqné desta cocolha também daqui a pouco). Assim,

I

fe=~gradEp. {8.10)

Observe que a energia potencial pode sempre ser determinada a menos de uma
constante aditiva qualquer. Esta constante é escolhida convenientemente. No
caso da for¢a peso (préximo e longe da superficie da Terra) e da forga da mola,
tem-se, respectivamente

E, = mgy {8.11)
T
By = 2 ka?. (8.13)

Como podemos ver, na relagao (8.11) a energia potencial é nula para um ponto
gualguer pravime A (ou sobre al superficie da Terra. J4 em (8.12), o ponto
de energia potercial nula esta no infinito. No caso da mola, escolhemos que &
energia poiencial nula ocorre em = =0 (quando a mola néo estd esticada nem
comprimida). :

5 importante ser destacado que a funcao energia potencial independe da
orientagio dos eixos coordenados, visto ser ela uma grandeza escalar. Ist'o
significa, por exemplo, que a energia potencial gravitacional para pontos pro-
ximos & superficie da Terra é mgy, independentemente para onde orient_gmos-
0 eixo y. B

Observe que até agora, desde o inicio da secio, nenhum prineipio fisico
nove foi introduzido. Foram aperas feitas algumas definigSes {trabalho, ener-
gia ~inética, energia potencial e forga conservativa) e utilizamos a nossa bennl
conhecida segunda lei Ge Newton para se chegar ai¢ (8.4). Poce ser que voce
esteja questionando sobre a fiaalidade de todas estas definigdes, mas a justifi-
cativa de tudo isto vem logo a seguir.

Para a fosca resultante atuando sobre um corpo temos, de acorde com

(8'4)1
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GW = dE,. (3.14)

que independe da natureza dessas forgas, isto €, podem ser conservativas ou
nao. Entretanio, no caso particuiar de a resultante ser também conservativa,
temnos {de acordo com a definicZo de gradiente)

dW = -dE, . (8.15)

Combinando (8.14} e {8.15), abtemos

dE, =—dE, = d(E,+E,) =0 = E;+ E, = constante. (8.16)

A esta constante é que chiamamos de energia mecdnica:

By = E.+E,. (8.17)

Assim, no caso de s atuarem forgas conservativas sobre a particula, a quan-
tidade E. + E, (energia mecénica) é uma constante do movimento!. Esta ¢
a justificativa de que falamos anteriormente para a introdugao de todos esses
novos conceitos, ou seja, mediante certas condicdes abtivemos um principio de
conservacao, Virias aplicagbes deste principio de conservacao serao apresenta-
dng come ouorefeine, Vamoe anenae digentirnm avamnla mme id foi aprezentadn
no final da Secfio 3.2, sobre a velocidade de escape da Terra. Vejames como
este problema pode ser resolvido com a utilizagao da conservagao da energia
mecinica. ‘
Revendo o que foi feito naquela oportunidade, observamos que a unica
forga que atua sobre o corpo € a for¢a gravitacional, que é, como acabamos
de ver, conservativa. Assim, tendo em mente a expressao da energia potencial
gravitacional dada por {8.12), podemos escrever a energia mecanica do corpo

1. A
Ey=-m? -G iy
. 2 T

"

i
Escolhamas dois pontos convenientes para wtilizar esta rolagao: a superficie

da Terra e o infinito. Assim,

]Agora podemos ver a razio de termos escolhido a = -1 na relagdo (8.9) para definir a
energia potencial. Caso tivéssemos escolhido, por exemplo, @ = 1. 0 que se conservaria seria
E. — E,. Se escolhéssemos a = 2 a conservacis seria Y2 E. — 2F,. e assim por diante.
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i 1 5 , Alm
Sup. da Terra: £y = 3 Mo = G 7o
Infinito: &ar = 0. )
Comeo a energia mecénica se conserva, temos
1 o Alm [2GAF
imv;—GT:O:’voz\ R

que é a mesma relagdo (3.35).

Para concluir esta secio, levantemos a seguinte questdo: B quando as
forgas que atuam subre o coipo néoc sdo todas conservativas? Nesta caso, a
energia mecanica no se conserva. Entretanto assumiremos que 2 energia se
conserva. Isto quer dizer que a parcela de energia mecénica que desaparece
¢ transformada em alguma outra forma de cnergia, cuja natureza depende de
cada caso. Chegar & conclusdo de que mediante certas condigées a quantidade
E. + E, se conserva, s6 foi preciso usar a segunda lei de Newton. Entretanto,
dizer que a energia se conserva de uma maneira geral é uma hipdtese que esta
acima das leis de Newton. Enfatizemos que cla tem sido verificada até hoje,
SeIm exXcegao. '

8.3 Pequenas oscilagoes

Este é um assunto que fica hem comodo de ser estudado fazendo uso dos con-
ceitos de energia. Seja inicialmente um certo sistema com energia potencial
que denctarcmos par U{z). Consideremos que ¥ = 7, seja um POiLTO oL~
respondente a equiltbrio estdvel, isto & U{z) possui um minimo em z = z,.
Portanto,

A2
dr?

dU

il _ 8.
- >0 (8.18)

I=%, =14

Também, nada impede que escolhamos um nivel de energia potencial zeru tal
que U{z,) = 0. Fagamos isto. Seja entdo uma expansio em série de Tavlor da
funcio U(s:) em turno do ponto z = 1,. Para pequenas oscilagoes, obtemos

(x — J:O)2 i (8.19)

r=ro

Nlng

U~ 5 52
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Introduzindo uma nova variavel £ = z — x, e chamando c;—;;é—];::;co de k [uma
constante p..sitiva rm virtude Je (8.18)], vem

U~ 2k, (5:20)

que é a energia poteucial do oscilador harménico. Este é mais um exemplo
da importancia c'o oscilado: barménico. Dstamcs vendo que uma fungao ener-
gia potencial qualquer satisfazendo is condi¢des dadas por (8.18), é a fungio

“erergia potencial o sseilador harménico no caso de pequenas oscilagdes. Con-

vém ressaltar que a varidvel ¢ corresponde a um deslocamento em relagao a
posicae de equilibiio.

Numa situagao inais geral, pode acontecer de a energia potencial ser fungao
de mais de uma varidvel, isto é, U = U(z.x9,...). Chamando estas varidveis
genericamente de z; e considerando gue no ponto (14, Tos,--.) a fungio U
passe por um minimo {equilibrio estdvel), temos

A | U
=0 e _—
oL T3 Oz, 8z

> 0. (8.21)

T{=Tin.Lj0

Fazendo uma expansao em série de Taylor em torno do ponto de equilibrio e
considerando U = 0 neste ponto, encontramos, para pequenas oscilagdes,

Uy =1 5 U]

B [ N 1
- — U.bibbub.bj
1]

(z; — Tis) (25 — T40) . (8.22)

l2i=ric.xs0
Fazendo redefini¢bes andlogas ao caso anterior, encentramos

N o
Uik) ~ 52 kij &igs s (8.23)
if

onde os termos diagonais correspondem a osciiadores harmdnicos.

Vamos discutir dois exemplos. Primeiramente, seja um corpo de massa m,
vinculado a se mover sobre uma reta e estando preso a uma mola, cuja outra
extremidade é fixa num ponto 4. Este pon‘c estd a nma distincia ! da reta
(veja Figura 8.2), E dado ainda que o comprimento de repouso da mola vale
{5, sendo I, < {. Estamos querendo saber a freqiiéncia angular pare pequenas
asctlagdes em torno do ponto O.

A encrgia potencial do sistema para a posi¢ao do corpo, especificada na
Figura 8.2, é dada por
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U= in{vEiz-iY
= phlvirai—t)
1
- §x;.(12+mﬂ+.r§—21c, \/12+:!:2).

(8.24)

Para pequenas oscilagoes, temos (ndo ird necessidade de se redefinir a varidel
pois & ji é o deslocamento em relagao A posicio de equilibrio) )

k[12+a:2+£§—2lot(1+2£;)]

k (1 - E?) z° -+ const. . : (8.25)

SN S o

Figura 8.2: Corpo preso a uma mola e vincilado 3 se mover horizontalmente.,

i

Como podemos observar, para pequenas oscilagoes, é como se tivéssemos uma
mola de constaate dada por & (1 — Lf) Lembrando do que jd vimos na Se-
cao V.1, temos que ¢ freqiiéneia angilar do movimento, para pequenss oscila-
Oes, é dadn por

w=E (1*5’). (8.26)

m {

Observames ainda que a condigao [, < {. estabelecida ne inicio, € essencial.
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Como sepundo exemple, seja o modelo simplss de uma molérula linear
triatdmica e simétrica, como mosiia & Figura 8.3. Asmoias, tuindo os dtomos,
cstio apenss sipdwlizandn a mue 4 dicoutimnoe nn ceja ane nars pequenas
oscilagdes a energia potencial de interacao ¢ aproximadamente a do oscilador
harménico. As quantidades x1, T2 e z3 referem-se s posicoes de cada dtomo.
Seja & a distincia dos dtomos de massa m a0 de massa M na configuragao de
syuilibrio. D nosso objetivo & ohter as freqiiéncias de vibragao do sistema.

Primeiramente, escrevamos sua energia potencial (considerando pequenas

“gscileghes)

.,U:%k(ﬂ,‘g—:{:l—b)2+%k(:ﬂ3—:r2#b)2. {827)

Os deslocamentos infinitesimais dos dtomos no enterno das posigées de equi-
Iibrio sao

&= T — Tio, (8.28)

onde I3, = Tio + b € Tao = 29, + b. Entio,

Tog— X1 —b=29 — 21— X+ T =8 — &,

23—y —b=x3 — ¥y — 230 + T =& — &

Cemn estas quantidades, a fun¢lo energia potencial do sistema fica

U=k [(6-8)"+ (-0 (5.30)

Figura 8.3;: Modelo simples de malécula triatdmica.

k M k
b4 b4
&— T ) T —e
X : X x, 4

1 2 3

Para calcular as freqiiéncias de vibragdo do sistema, temos de recorrer as
equagdes de movimento, Assim, consideranco que a for¢a que atua em cada
particula vale
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ar
o em —— 221
fi= A , LS.‘M)

temos, usando a segunda lei de Newton,

méy + kg — kb2 =0,

My — ks + 2hta — K = O,

méy — kg + k3 = 0. (8.39)
As freqiiéncias angulares de vibragho podem ser obtidas fazendo-se 2 substi-

tuigao & = A; e™* (veja Segdo 5.1). Assim, temos

(k —mw?) Ay — kAz =0,
—kA; + (2% — Mw?) Ay — kA3 =0,
—kAs + (r’c — mwz) Az =0. (8.33)

Pare evitar a solucio trivial, isto & A = Az = Az = 0, devemos fazer

k — mu? —k 0
det —k e — Mw? —k =0
\ o E b — m? '

= wg(k — muﬂ)(1inf\‘ifu:2 — 2km — kﬂ[) =0.

(8.34)
As solugbes possiveis para w sao
wr=0,
k
wg = E 1
k 2m
2 —_ —— . —
Wl == (1+ M). (8.35)

A primeira freqiiéncia de vibrayao, w, = 0, deve corresponder ao fato de termos
a possibilidade de um movimento sem ser realiente oscilatério, isto &, os trés
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4tomos transladando-se come win corpo rigido. Observando as expressdes para
wp € w,. temos que wy, deve corresponder & wn movimento oscilatorio com A
fixo, como se os atomos de massa m agissem independentemerite de Al E claro
que w, deve corresponder a win MOvVimento mals geral con At se desiocando
também.

Tudo isto que falamos acima pode ser confirmado através das cquagoes
{3.33), calculando as relagdes entre as amplitudes de mwovimento ¢ as fases,

Vejamos. Para w = w,, temos

kAjg — kA2 =0 = A = Azq
— kA + 2kAy, — JCAga =0 = Ay = Aga .
(8.36)

Entao, A, = Az, = Az.. Como todos tém a inesma dependéncia harmod-
nica, 0 movimento é como se fosse um corpo rigido. A Figura 8.4 mostra
esquematicamente os deslocamentos num certo instante qualquer.

Figura 8.4: Deslocamentos dos dtomos para w = w.

m Fo

M
. & .

para w = wy, temos

_4.2b = 0 3
Ay =— Ay, (8.37)

que estd ilustrado na Figura 8.5 como exemplo deste movimento

Figura 8.5: Caso em que w = wj (oscilagdes simétricas).

M
» mt
. 9 ]
—

)

Dara o caso de w = w,. encontramos
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i Im
Age = — ‘H A3c s
4Am?
Ase = 5 Aser (8.38)

crino & meostrado na Figura 8.6.
.

S .
Figura 8.6: Caso em que w = w, (oscilagbes assimétricas).

M
w 1
- —@— -
— - —_—

Uma vibragio geral da molécula, que nao envolva deslocumento rigido, sera
dada por uma combinagho linear das solugfes para wy € we.

8.4 Conservacio dos momentos linear e angular

A deﬂnigé,o de momento linear j4 foi introduzida na ex?rz’esséo (2;5), quaglfio
da apresentacio da segunda lei de Newton. Vamos revisd-lo aqui e tatrr.l e{rln
introduzir os conceitos de momento angular e torque. Estes, a0 contrario ‘e
momento linear e forca, levam em conta a posicao da Origem 4o SISEIBa e

coordenadas (ou outro ponto qualquer de referéneia). )
Por definigdo, o mommento angular de uma particula de massa m em relagao

3 origem do sistema de coordenadas é dado por

[=7x7, (8.39)

onde 7 é o vetar posigdo da particula e p'= m# é o momento linear. Ja o torque.

; {na i ante) & definido
correspandente a uma forga F; (nao necessariamente a resultante)

pot
F=FxF. (8.40)

Primeiranicnte, vejamos quanto ao principio de conserva¢do do momento li-
near. Ele decorrs da segunda lei Ce Newton. E facil concluir que se a resultante
das forcas que atnam sobre uma particuia é nuja, o seu momento linear é cons-

tante.
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Para obtermcs a condicdo para a conservacio do moulentc anguiar, deri-
vemas (8.39) com respeito ao tempo. Assim,

d dF g dp .

—_—=— i =FX = . 841

dt~ d ’ (841)
Por que o termo %? X P, que aparece na primeira passagem, < nulo? Corio
dp/dt € a forca resultante {segunda lei de Newton}, temos

di -
Z =X F=7 (8.42)

Convém f[risar que na relagdo acima, 7 é o torque da for¢a resultante e tomado
em refa¢to ao mesmo ponto em que foi tomado o momento angular. E facil
entdo obter a condi¢do para a conservagio do monento angular de uma parti-
cula: Se o torque da forca resultante é nulo, o momento angular da
particula (tomado em relagdo a0 mesmeo ponto em que foi temado o
torque) é constante.

Vamos discutir dois exemplos envolvendo os prineipios de conservacao para
uma particula, mais especificamente a conservagio da energia e momento an-
gular. A conservacdo do momento linear serd de grande utilidade gquando
aplicada a um sistema de particulas. No caso de uma particula, é um conceito
praticamente embutido no de referencial inercial.

Come primeiro exemplo, seta uma particula de massa m mavendn se sohre
a parte interna de uma superficie cénica, sem atrito {veja Figura 8.7). Pela
geometria do problema, é conveniente usar coordenadas cilindricas®. Assim, a
cnergia mecanica da particula (gue & conservada) ¢ dada por

1 .
E= 5T (pQ + ngbg + ig) +mgz . (8.43)

Em virtude de a particula estar se movimentandc sobre uma superficie conica,
temos o seguinte vinculo envolvendo as coordenadas

tga="2. ! (8.44)

Usando esta relagiio em (8.43) podemos eliminar 2 coordenaca p,

2Cootdenadas cilindricas nada mais sio do que coordenadas polares (veja exercicio 2.5)
acrescidas da coordenada cartesiana z.
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E = 1m /t ‘2ai9+n TR 2V e
= zmie e Y R

1 . :
= Em (tg2a 22459 +sec’ o 22) + mgz.

/

{8.45)

Figurs 8.7: Particula movendo-se no interior de uma superficie c6 ica.

E evidente que o moimento linear da particula nio é conservadc. Vejamos
quanto ao momento angular. Observando o torque {em relacdo ao ponto )
das forcas que atuam sobie a particula, nao ¢ dificil perceber que-ele nao
apresenta componente ao longo do cixe = (veia Figura 8.8). Isto significa,
conseqiientemente, que a componente em z do momento angular € constante.
Vamos calcular [, (escreveremos a expressao geral do momento angular mas |
sO nos preccuparemos enl manter I.)

I=Fxp.=m (pp+ :I-c) P (pﬁ-i—,oOr:)-i-:;): mphk 4. (8.461)'
Portanto,

I, =m p% = const. . (3.47)

Usando novamente a relacao (8.44). obtemos -
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Figura 8.8: Forcas que atuam sobre a particula.

L, = miglaz’é. (8.48)

Combinando agora (8.45) e (8.48), podemos escrever uma expressio sé em

“termos da variavel z (as demais quantidades que aparecem sio constantes).

Temos entao

1 12
E:Emﬁcgaég+m+nlgz. (8.19)

Desta relé-;é.o, podemos concluir que a obtengdo de z(t) fica dependendo “ape-

- v s . -
ias” do ChdU Ul U Uil INLegral

1

22( 2E 2 292\
\msecla  mPsec’otglez? seco
(8.50)

[IE

t:'/zdz 28 {2 292 \T
n msecla  m?sec’atgiaz?  seclo

Fica claro o porqué do “apenas” mencionado no parigrafo anterior. Esta é uma
intogral de dificil solugao, s6 serio possivel {de uma maneira geral) através
de métodos numéricos. Encretanto, podemos obter informdcoes qualitativas
sobre o muvimento, fazendo uma andlise grafica decorrente de (8.49). Sela a
representacao grafica da quantidade

12
= W 4+ mgz (8.51)

V(z)
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versus z. Vamos fazer apenss um eshbogo do grafico. Tendo em conia que V(z)
¢ a soma de I2/2mtg“az? e mgz, o espogo do gréfico fica favimentc obtido,
como é mostrado na Figura $.9. A linha reis puiaicia a0 &ixo 2 (representando
uma constante) corresponde & energia mecénica do sistema. ¥ f4cil observar
pela relagio (8.49) que V(z) nao pode ser maior que £, pois isto acarretaria
o termo %m secta:? poder ser negativo, o que obviamente nao € possivel.
Assim, o movimento da particuld estd limitado entre z; @ z3. E um moviment
oscilatério, isto é. o corpo desce, girando dentro da superticie cousca, cté aungir
uma altura minima zq, ¢epois sobe até atingir a a4 2o e assim Lor diante.

A andlise que fizemos é conhecida como curvas de potencial, muito embora
2 quantidade V(=) nao seja a energia potencial do sistema.

Figura 8.9: Esboyo do grifico de V{z) versus z.

V(2),

N y m=
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\\ //’
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I e
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-
- i { —
i 1 -
z z z

Como segundo exemplo, estudaremos o movimento sob a interago gravi-
tacional. Isto ja foi feito parcialmente na Segio 3.2. Entretanto, como foi dito
naquela oportunidade, ficou faltando calcular guais as trajesdrias possiveis do
corpo sob interacao gravitacional e uma andlise un, pouco mais profunda do
problema. E justamente isto que varmnos fazer agora. ‘

Seja um corpo de massa #: NUIM CAMPO &) avitacional criado por um corpo
de massa M. Consideremos quc i seja muito maior que m, tal que pratica-
mente s6 m se mova. Veja detalhes na Figura 8.10.

Percebemos que o torque da forca F em relacio ao centro de M é nulo.
Conseqiientemente, o momento angular cm relagao a este ponto é constante,
Este resustado traz dnds conseqiiéncias imediatas. A primeira é que, sendo o
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Figura 8.10: Corpo de massa m movendo-se num campo gravitacional crizdo por
.

g
<'
¢

vetor momento angular constante, os vetores 7 e §F sempre estario num mesmo
plano. Portanto, o movimento é plano. A segunda conseqiiéucia é obtida ao
se tomar o médulo do vetor momento angular. Escrevamo-lo em coordenadas
polares (veja o exercicio 1.5).

F=#xp=mrix (7 +v08) = mrié k. (8.52)

A quantidade mr2¢ é constante. Vejamos qual o seu significado. A F igura 8,11
mostra a area varrida pelo vetor posigio do corpo de massa m num intervalo
de tempo infinitesimal dt. Esta drea é dada por

1
dA = Z7%d6. (8.53)

Dividindo ambos os lados desta expressao pelo intervaio de tempo d¢, tenios

dA 1
@2
que.é}lma constante de acordo com (8.52). Portante, a érea varrida pelo vetor
posi¢ao do corpo sob agfo do campo gravitacional veria linearmente com o
tempo, isto é, em intervalos de tempo iguais as dreas varridas s3o iguais. Este
resu%ta)do € conhecido como segunda lei de Kepler do movimento planetério.
5 bom ressaltar que as duss conclusdes a que chegames, isto &, de o movi-
rento ser planc e lei das dreas, nao sao restritas apenas a forga gravitacional,
ou forgas inversamente proporcionais 2o quadrado da distancia. E facil ver qué
a tinica condigdo é de que a forca seja central (forca voltada para am centro
fixo).
A epergia mecénica do sistema também se conserva. Assim, usando o fato
de que o movimento & plano podemos escrever

24 . (8.54)
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Figura 2.11: Area variida pelo vetor posiciz num intervaio de tempo i,

G;‘l fm

r

(8.55)

L= %—m(f‘z—i—'rzéz) -

Agora, estamos usando o caso particular de interagio gravitacional Elimi-
nando a varisvel # pelo uso da expressio (8.52), obtemos

I’ GAim
Imr:
Poderfamos aqui fazer uma andlise semelhante & que foi feita no exemplo
anterior, através das curvas de potencial. Entretanto, o problema que estamos
estudando agora admite solugao exata. Vamos entao obté-la. Depois, a titulo
de ilustracdo, faremos a analise através das curvas de potencial. Da relagdo
(8.56), vemn

(8.56)

FE = %‘m’f‘Q +

Goim
+ . 8.57
\/m 2mr2 r ) (8.57)

Em lJugar de tentar resolver diretamente a equagho acima para obter r em
funcao de ¢, vamos eliminar a dependéncia do tempo desta expressao com o
uso de (8.52). Isto significa que vamos partir diretamente para a obtencio da
equacao da trajetdria em termos de r e 6. Assim, temos,

dr dr df { dr

— == — (8.58)
dt dfdt mr?df (8.58)
Levando este resultado emu (8.57), encontramos
2 2 A
=T (g S
" ’ (8.59)

9 \/QmE 1 2GAfm?
T T + T
2 r? ’r
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Fazendo r = 1fu, acarretard uma expressiao mais simples de ser manuseada,

du [2mE  2GMm? o
E:—V*"fz—"—ﬂ-—l? u - ul, (8.04}
Assim, a solugao do problema é dada pelo cdlculo da seguinte integral
U
0—f,=— o —— (3.61)
[2mE  2GMm?
R A

Antes de resolver esta integral, achamos oportuno fazer um comentério. Como .
j4 tinhamos dito na Seg¢ao 3.2, no estudo inicial do movimento sob forca gravi-
tacional, poderiamos ter tratade este problema com o uso direto da segunda lei
d~ Newton e da l=i da gravitagao. Caso tivéssemos adotado este procedimento,
terfamos obtido duas equagoes diferenciais de segunda ordem envolvendo as
varidveis r e 6 'veja Eqs. {3.27)]. Assim, a solugio do probiema ficaria em
termos de quatro constantes, caracteristicas das solugbes das equages diferen-
ciais mencionadas. O que estamos fazendo aqui € partir de duas constantes
conhecidas do problema, a energia mecinica e 0 momento angular. Em con-
seqiléncia, isto implica em resolver apenas equagoes de primeira ordem, obtidas
de (8.52) e (8.56}.
A integral dada por (8.61) e sua solugao sao do tipo

1 Ny
U T ostd

1 Ui i
= arccos | — seeee—— | + const. . B.62
/ Va+br4er? J-c ( B2 435) (8.62)
No nosso caso,
2mE 2GMm?

a="—. b="F— e c=-1L. (8.63)

Assim, a solu¢do de (8.61) é

1% 1
, GMm? ,

6 —0' = —arcros (B.64)

} QEP
GQ.M 23
onde incorporamos em @' a constante decorrente do limite de integragio ue.
Voltando & varidvel r e trabalhando um poucns o resultado, encontramos
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1 GMm?| / 2E1?
— = _m I’l*l—‘\ 1+.-.._q‘,‘74—=C05(8—'9!)-’, {865)
T {4 . Gr=avid i 3

A equagio (8.65) ¢ do tipo
1 , f
== c[1+ecos(e—9)], (8.66)

que é a. equacio de uina conica com: um fog;o naorigem, onde ¢ é uma constante

e € & a excentricidade da curva. O tipo de conica depende da excentricicade

{veja Figura 8,12}, Ne nosse case,

/ 2E1* N

ou-seja, a excentricidade esta relacionada & energia. Assim o tipo de cdnica (e
conseqiientemente & trajetéria) dependerd da energia:

€>1(E > 0) : hipérbole.
e=1{EF=0): pardbola,
e < 1{E<0): elipse. (8.68)

O movimento circular & um caso particular de trajetéria eliptica. dado por ¢ =
2, Isto corresponde a nma energia dada por £ = — G2APm®/20%. Notamos
também que somente no caso onde £ < 0 o corpo de massa m hea preso
no campo gravitacional criado por M. Para £ 2 0, o movimento nio €
limitado (casos de pardbola e hipérbole). O que acabamos de ver ronfirma o
estabelecido na chamada primeira lei de Kepler, de que os planetas meovem-se
em trjetdrias elipticas emn torno do Sol. '

Vejamoz, agora, como seria a andlise através das curvas de potencial. E

claro que os resultados dados por (8.68) serdo novamente obtidos, mas agora

de forma qualitativa. Esbocemos o grifico de V(r}

2 GAIm
2mre r

V(r) = : (8.69)
obtido da relagac (2.56), versus r (Figura 8.13) Nitidamente o grafice nos
mostra que s6 havera movimento periédico se E < 7.

Para finalizar, vamos mostrar que a terceira lei de Kepler ¢o movimento
planetdrio, de que o quadrado do periodo de revolucio é proporcional ac cubo
do semi-eixo maior, tainbém estd contido na teoria de Newton. Sejam a e b
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Figura 8.12: Esbogos de cBnicas e excentricidades.

\

- e<]

€>1

Figura 8.13: Grdrico de V{r) versus r.

Vi)

os semi-eixos mdior e menor da elipse. Como a drea da elipse é wab, temos,

tartindo de (8.54), S

Tab= %rzéT,

onde 7" é o perfodo. Usando (8.52), obtemos

4

(8.70)

141
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2nebm
SSLLE (8.71)
l
Lembrando que, numa elipse, a? = b + %, onde ¢ é a semidistincia focal, e
que € = ¢/a, temos

T =

=’ (1- €. (8.72)

Substituinde este resultade em (3.71), ven

1

. | .
=" 1o (8.79)

L
Partindo de (8.65) e {8.66), podemos escrever

SR S SR
Clite Tci-9 Cca-d
= 1—52:L=—L. (8.74)
Ca GMmla
Levando este resultado em {8.73}, finalmente obtemos
T2 32 o T?= A s (8.75)

vGM MG ‘

AA o loiiimmae iy
IVidia algiiniae ap

8.
Vamos concluir este estudo, Jiscutindo mais duas aplicagoes decorrentas dos
principios de conservagao nos movimentos sob forca central, mais especifica-
mente 1o caso de forcas dependentes do inverso do quadrado da distancia.
Como primeira aplicagio, mostraremos que neste tipo de problema existe
uma outra quantidade conservada, além do momento angular e da energia.
Vamos iniciar considerando um movimento geral sob for¢a central, isto é,

—

F=fr):. (8.76)

Pela segunda lei de Newton, temos

IR T '
Multiplicando ambor os lados desta relacio vetorialmente pelo momento an-
.gular, vem L
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;-;\f . mf(r) r:A (o 7??,_f(1‘) [r= 24 o 9 2l
T [ \ o~ )J _— "_‘_—_T I-\f " )l [ F) J
. omf(r) S, F T
= - (TT?‘ —-Tr T) = —’mf(‘i") ’!2(— - E)
d /7
_ 24/T —
= - 5 (5)- (&.7%)

Para o caso particular de forgas dependentes do inverso do quadrado da dis-
tancia, isto é,
k
) =-=, (8.79)

onde ggenerlcamgnte escrevemos a constante b em lugar do caso particular
GMm?®. Como [ é um vetor constante, vem

% (ﬁx - m,kF) = 0. (8.80)

A=pxi- , (8.81)

que é conhecida como vetor de Runge-Lenz. Como 1 -1 = 0, este vetor estd
no plano de r e p.

Se lembrarmos do que comentamos apds a Eq. (8.61), ¢ importante des-
te’wfir que tenios agora trés constantes conhecidas (E,1, A) das quatro neces-
sa.nas para se resalver o preblema (considerando, de inicio que o movimento
seja plano}. Como uma das constantes é simplesmente um irrelevante angulo
inicial, o problema deve ser entdo resolvido com o conhecimento das trés cznsu

‘tantes mencionadas, Realmente isto acontece. Q produto escalar de A com 7

fornece

Entao

3 n - -
Alen_l da for¢a gr:fwtacmnal, um outro exemplo importante deste tipo de forca ¢ a forga
coulombiana, que fard parte da segunda aplicagio, que veremos a seguir.
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1 mk P A .

- i 2 — o0l 5.83

T 12 Li T oenk s ) { )

que ¢ a equagdo de uma cbnica. Podemos expressar a constante A em termos
de l e E?. Da relagao (8.81), vem ’

; : ~ mkr\ s, s+ mkP
. (_x]_vn r)( - r)

\P
= (Fxl)-@Ex)+mi? - Tk

s  2mk .,
—— X
-

= p252+m2k2—2i:~51" , .

=1

= pt+ m2k

2k
= 9ml? (221;; - —1:) + m2?

= 2mEP +m?k?. (8.84)
Portanto,

i B N 2EI2
mk mk?

Substituindo este restltado e (8.83), obtemos

(8.85)

1 mk [1

2
=7 1+ an}f? cos(f — 6’)] ) (886

que é a ja obtida expresséo (8.65).

Como segunda aplicagio, consideremos particulas de carga Ze incidindo
sobre niicleos pesados de carga Z'e. Este problema foi inicialmente estudade
por Rutherford, onde ‘as particulas incidentes eram particulas a e os nicleos
alvos eram nucleos de dtomos de uma fina folha de curo.

As trajetdrias seguidas pelas particulas sio hipérboles (£ > 0. A Fi-
gura 8.14 mostra esquematicamente esta trajetdria, considerando as cargas
das partici'as incidentes de mesmo sinal das particulas do nicleo {ambas po-
sitivas). '

"Em principio, sto poderia parecer que a constant~ A nio é independente. Comvém
lernbrar que esta constante ¢ o médulo do vetor A,:que é um vetor independente do vetor L.
Lembrar de que A -1 =0 :
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Figura 8.14: Particulas corregadas sendo espaihadas por um niicleo.

-

SI *o 3 d

A distancia s é chamada de pardmetro de impacto e o desvio sofrido pela
particuia incidente de espalhamento. O angulo ¢ é o dnguln de espalhamenio,
isto &, o Angnlo formado entre as dire¢des assintdticas incidente e espalhada.

Pelo conhecimento do parametro de impacto e da energia da particula
incidente, 0 dngulo de espalhamento fica perfeitamente determinado. A Fi-
gura 8.15 mostra com detalhes os elementos geométricos da hipérbole. Por
esta figura, podemos escrever

Wt+o=r. (3.87)

Mas ¢+ corresponde ao dngulo 6 quando r — 2. Assim, pela relagdo (8.66),
obtemos (# = 7 para a situacio da Fizura 8.15]

1
CosSy = — . {8.88)
Usando (8.37), vem
o 1
sen s = - ' (8.89)

A excentricidade, para os dados deste problema. é

) 2E12 _ 2Es \2
T \/‘ +ezzap ~ V1 (Zza) (8.90)

onde,
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figura 8.15: Elementos geoméiricos da hipérbele.

1
E = imvg,
I = mu,s,
- (8.91)
dweg

Combinando (8.89) e (8.90), obtém-se

2 RZZ'e

Entretanto, esta relagdo possul pouco sentido prético, pols ela nao mpoclie ser
verificada experimentaimente (note que o parametro de impacto”na'o é algo
que possa ser medido para o caso de espalhamento por nicleos atdmicos). '

Vamos introduzir uma outra grandeza, chamada segdo de chogue, que €
medida experimentalmente e que, conforme veremos a seguir, pode t’ambér.n
ser calculada tecricamerie, constituindo-se portanto num teste da teor;a./ Seja
N o nimero de partfculas incidentes sobre uma fina folha contendo n nicleos
(alvos) por unidade de drea e scja dN o niimero de particulas esPalhadas entre
¢ e ¢+ dp. A segdo diferencial de choque & definida pela relagao
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& —ndo. (8.93)

Como vemos, do possui 2 dimensdo de area e pode ser determinada experi-
mentalmente (n e N sdo conhecides e dN pode ser diretamente contado).

O cédlcalo tedrico da segao Jiferencial de choque € fécil de ser obtido se
atentarm~s para o fatc de que as particulas espalhadas entre ¢ e ¢ + d¢ sdo
aquelas incidentas na 4iec limitada pelo anel entre s e s + ds, como esclarece
a Figura 8.16. Portanto, a drenentre s e s + ds é a se¢do de choque,

do =2msds . (8.94)

Figura 8.16: Detalhamento da sec3o de chogque.

Obtendo s e 4s da relagdo (8.92) e substituindo em (8.94), vem

12,0
(Y
»nde d{} = 2xsenddb éo éﬂgulo solide para o espalhamex;bo considerado.

A rclagao (8.95) é 4 famosa férmula de espalhamento de Rutherford. Ela
estd de acordo com resultados experimentais. Convém citar que, embora o
seu caleulo tonha sido feite classicamente, os célculos através da mecanica
quéintica conduzem ao mesmo resultado.



148 CAPITULO 8. PRINCIPIOS DE CONSERVACAD

» Exercicios

8.1. Sobre um corpo, mavendo-se ac longo do eixo 7, atua uma torca dada por
F(z) = (322 — 6x) i Newtons. Qual o trabalho realizado por esta forca desde
ayz=0atéx=1m?7 o
byr=0atéx=3m?
Nx=0atbzx=5m7

8.2. Um corpo move-se horizontalménte, ao longo do eixo x, sob a2 agdo da
forca exercida por uma mola (ﬁ = — kz ). Caleule o trabatho realizado por esta
forca desde o = 0 {posig3o de equilibrio da mola) até uma posico arbitrdria =,
positiva ou negativa.

8.3. Sobre uma particula, age uma forga dada por F =x%yi+4 32z 7 Calcule
‘o trabalho realizado por esta forga desde (9,0} até (1, 1) nos seguintes casos:
a) ao longo da reta y =
b) ao lengo da pardbola y = 2,

8.4. Um garoto de massa m desliza sobre uma superficie esférica, sem atrito,
desde o seu topo, onde estava inicialmente parado (veja Figura 8.17). Determine
o ponto P onde ele abandona a supeficie e o ponto onde atinge a superficie
horizontal.

Figurs 8 17 Fxercicic &4,

8.5. Um corpo desliza sobre um tritho que como mostra a Figura 8.18. A parte
plana do trilho possui comprimento [ = 2. 0m e as partes curvas apresentam
atrito desprezivel. O coeficiente de atrito cinético na regido plana é p, = 0, 20.

- Larga-se o corpo no ponto A, cuja altura é k = 1,0m acima da parte plana do
trilho. Acnde o corpo ira parar?
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rigura 8.18: Exercicio 5.

= !

I
|

—_

8.6. Um blouco de massa m = 1,0kg estd comprimindo uma mola, num plano
inclinado, através de uma agente externo qualquer {veja Figura 8.19 — o agente
externo nio esii especificado na figura), de uma distincia d = 0,1 m em relacio
a posicao de equilibric. Num determinado instante, o dispositivo que faz o corpo
comprimir a mola é desativado. Qual a altura A atingida pelo corpo, sabendo-se
que g =0,5ek=3,0x 104 N/m?

Figura 8.19: Exercicio 6.

AN /

o

8.7*. No dispositivo representado na Figura 8.20, a peca F, de massa m, pode
deslizar com atrito desprezivel ao longo de uma haste fixa AB.' O comprimento
relaxado da mola é [, (T, < 1). Larga-se a peca com velocidade inicial numa
distdncia z da posigio de equilibrio O. Com que velocidade passara por este
ponta? :

_ 8.8, Uina luva de massa 0,5 kg pode deslizar sem atrito ac longo de uma haste
fixa AB. Sabendo-se que a mola estd relaxada ..a configuragio simétrica mostrada
na Figura 8.21 e que seu coeficiente vale 1,0 x 10? N/m. com que velocidade v,
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b} Para que valores da enegia mecinica existe movimento oscilatério?
Figura 8.20: Exercicio 7. c) Determine os limite, do movimento para Exy=3J e Eyy =57,
d) Em que intervalo de valores de = a forca na partf cufa estd dirigida no
sentido positivo do eixo x7?
e) Para Ey = 5.J, qual é a velocidade da particula em = —1m e em
x = 4m (considere m = 1 kg)?

8.11. A energia potencial de interacio entre dois 3tomos de uma molécrla
diat@mica tem aproximadamente a forma

a b

— t —15.
26 T 13

) Eplz) =~

que é chamada energia potencial de Van der 1Waals, onde x é 2 distincia entre
os 4tcmos e a e b 530 constantes positivas.

a) Ache a forca de interacio?

b) Considerando que um dos dtomos é muito pesado e permanece a proximada-
mente em: repouso enquanto o outro se move em linha reta, descreva os possiveis
movimentos analisando a curva de energia potencial.

c) Ache o periodo para pequenas oscilagdes em torno da posicdo de equilfbrio.
Considere m a massa do dtomo mais leve.

a luva devers passar por O para poder atingir o ponto M. Despreze também o

atrite entre as polias e o eixo.

Figura 8.21: Exercicio 8.

8.12. Obtenha 2 expressdo da integral dada por (8.62).

8.13.  Estude sob o ponto de vista de curvas de potencizl o movimento de uma
particula suieita a uma forea atrativa cuia energiz ootencizl & dada por B —

w a/r3. 1dem para E, = kr?/2 (considerar que o movimento seja bidimensional).

8.14. O conceito de forgas conservativas é algo particular. De uma maneira
geral, um campo vetorial é dito conservativo se '

8.9. Uma particula, movimentando-se ao longo do eixo x, possui energia po-

tencial dada por Ep = ax?— bz onde a e b sio constantes positivas, jéj' di =0,
a) Esboce o grafico da fungio Ey(x). e ' - ‘
b) Qual & a posicio de equilibrio estdvel da particuia? ) isto &, se a circulacio de A ao longo de uma linha fechada quzlgrer for zero.
c) Quais sao os limites entre os quais deve variar a energla total para que o Como exemplo de campos vetoriais conservativos, além das forcas j3 estudadas,
movimento possa ser oscilatério? ) temos o campo elétrico, o campo gravitacional e outros. ,
d) Qual é a forca que age sobre a particula em & = a/b? _ Similarmente a0 que fizemos na Sec3o 8.2, temos que o campo consetvative

8.13. Uma particula possui movimento unidimensional numa regido onde 3 A pode ser escrito em termos de um zampn escalar que € chamado genericamente
-1d. p - - de po*encial {no caso particular de o campo vetorial ser a forga, o campo escafar

forca & dada por E(x) = (322 — 6z) i Newtons (x em metros). o . _ ' : '
1 i fal a i ' = - tencial). Assim, o potencial {que chamaremos genericamente

i 3 tencial da particula sabendo- se que E,(0) ma- se energia po

a) Determine a fun¢3o energia pote p o V) & defmite o

0. Esboce o grifico de Eg(z).
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A=—gred V.

a} Obtenha a expressio do potencial gravitacional, considerande V — 0 para
r— 00,

b} Repita o célculo do campo gravitacional para pontos dentro e fora de uma
casca esférica de 1aassa if e raio K, visto na Se¢do 3.3, calculando primeiramente
o potencial gravitacional.

¢) kden, para o caso do exercicio 3.9.¢

8.15. Mostre que a freqiiéncia angular de vibragao, para um sistema semelhante
ao discutido na Figura 8.2, s6 que a particula é agora vinculada a mover-se sobre
um circulo de raio R, é dada por

B TP )

Verifique que no caso particular de R — oo temos ¢ caso anteriormente discutido.

8.16. Uma particula, sob pequenas oscilagdes, possui uma energia potencial
dada por :

U:%k(zg+y2)-ary_

a) Considerando rn a massa da particuia, obtenha as equacoes de muvuneitd.
b) Ache as freqiigncias de vibragdo do sistema e interprete os resultados.

8.17. A Figura 8.22 representa dois péndulos simples de massa m e compri-
mento [, acoplados por uma mola de constante eld<tica k. Esta mola é'"presa em
cada péndulo a uma distancia h do ponto de suspensdo. Para ¢ =~ =0 a mola
nio esti esticada nem comprimida. Estudar as oscilages (pequenas) do sistema
no nlanoe vertical. .

8.18. Seja o péndulc invertido representado na Figura 8.23. A haste, onde €
fixa a2 pequena massa m, ¢ livre para se mover na extremidade O e sua massa €
desprezivel.

a) Qual a condi¢do que devem satisfazer os pardmetros a, b k e m para que
o equilibrio seja estivel?

b) Supondo satisfeita a condigdo precedente, calcule o pericdo para pequenas
oscilagdes, |
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Figura 8.22: Exercicio 17.

L2l ///II////_///;’///
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8.19. A energia potencial de.interagdo entre os dtomos de uma molécula de
HCl é dada com boa aproximacic pelo chamado potencial de Morse: Eyfr) =
D- e"’(’”‘“’)]?. onde D2, a e r, s3o.trés constantes positivas. 7 é a disténcia
entre os dois dtomos.

a) Esboce o grafico da energia potencial. Qual é a distincia do equilibrio entre
oz atomos? ‘

b) Qual é a freqiiéncia das pequenas oscilagdes da molécula? (Medidas espec-
togrificas mostram que essas freqiiéncizs sdo da ordem dz 10 hz.)

c} Qual é o valor da ordem de grandeza da forgs de interagio para r —rg = €. 2
(angstrom) (1 = 1071"m)?

8.20. Considere no movimento subamortecido que v << w,. Mostre gite, nesta
aproximagio, a energia mecinica é dada por E = 1kA%e % = E_ e 27 onde
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E, é a energia mecanica do os<ilador harmbnico simples.

8,21 A energia de um oscilador subamertecido, considerande wy 3> v, decai
com o tempo aproximadamente de acordo com o gréifico da Figura 8.24. Supondo
conhecidos F,, t, e a constante elistica &k do oscifador, calcule:

a) o coeficiente de amortecimento «;
b} a amplitude do movimento no intante ¢,,.

Figura 8.24: Exercicio 21.

+
-

8.22. Prove que para as oscilagBes forcadas de um oscilader amortecido, a
poténcia media gz Torga dpiveds © iguél & potingia média dissinada nela farca
amortecedora, na situacio estacionadria.

8.23. O vetor posicdo de um corpo possuindo Ghg é dade (em metros) por
) = (37 —B8t)F — 454+ (3t +2) k. .

a) Usando a defini¢do de torque, calcule diretamente o torgue que atua sobre
0 corpo.
b) Fa¢a o mesmo com o momento angular.
c) Verifique a relagic ¥ = di/dt.

8.24%, Um corpo de massa m estd ligado a um fo de massa desprezivel e de
comprimento L. A outra extremidade do fio estd amarrada a um prego fixo em
urma superficie plana sem atrito. O co: o possui umsz velucidade inicial de médulo
V e passa a uma dist3ocia b do prego (b < L) (veja Figura 8.25). Quando 2
corpo chega ao fim do fio, este permanece esticade e corpe passa 2 se mover em
trajetdria circular. Quzl serd a velocidade angular do corpo? O movimento linear
se conserva? E a energia mecnica? :
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Figura 8.25: Exercicio 24,

8.25%. Um pequeno corpo de massa m é preso por um fio de massa desprezivel
e possuindo comprimento L. Este sistema est4 inicialmente disposto como indica
a Figura 8.26. Em determinado instante o corpo é solto a partir do repouso.
Supondo que apds o fio esticar o movimento seja oscilatdrio, qual serd o dngulo
méximo que este péndulo fard com a vertical?

Figura 8.26: Exercicio 25.

o

M

w b<L

8.26. Mostre que o vetor de Rung-l.enz é perpendicular ao vetor momento
angular,

8.27. Partindo de (8.80) e (8.90), obtenha a relagdo (8.92).
8.28. Obtenha (8.95).

8.29. Da relagio (8.95), calcule a seqio de choque total. Vocé devers encontrar
um resultado infinito. Qual & a interpreiacio disto?

8.20. Um cometa de massa m incide contra um planeta de massa A/, descre-
vendo uma trajetéria como a indicada na Figura 8.27. Considere Af > m, tal
que M pode ser considerado aproximadamente em repouso.
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a) Quais 530 as quantidades conservadas no movimento? Justifique.
b) Considere que inicialmente ¢ cometa esteja muito afastado do planetz, 1l
H z st io el cdic ol macen car Aoacnravada nesta posicao.
que a energla potencidt sfa\r\;duuul::. SRLIT LTS POTIS BET SERLTRAAS 5 -2
Calcule o médulo da velocidade V' do cometa no ponto de maior aproximacao,
bem como a distincia deste ponto ao centro do planeta, em termos de b Vo, M

eG.

Figura 8.27: Exercicin 30.
{

8.31. Seja uma particula num movimento circular uniforme. Calcule o mo-
mento angular em relacdo a um ponto qualquer F da circunferéncia (veja Fi-
N 4 - N -~
gura 8.28). U momento anguiar e consianie:

Figura 8.28: Exercicic 31.

8.32. Faca o mesmo desenvolvimento para cbtencio de (8.5), mas usando 3
expressdo do momento relativistico [veja {6.21)]. Mostre que a energ:a cinetica
relativistica é dada por
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2
mo A
E(_- =z ﬁ —mee.
|
\/ c2

Verifique se esta expressdo leva 3 (8.5) para v < c. Observe ainda que na
express3o relativistica da energia cinética hd a subtragio de um termo, mc?, que
corresponde 2 uma energia de repouso da particula. Qu seja, relativisticamente,
a uma particula de massa m em repouso pode-se associar uma energia dada por

‘c?. Podemos, ento, de uma maneira geral, incluindo & enegia de repousc, dizer

que uma particufa de massa m e velocidade © possui uma energia dada por

mCZ

E= .
o2
-3
c
8.33. Trés particulas de mesma massa m est3c vinculadas a se moverem so-
bre um circulo e presas uma is outras através de molas de constante £ (veja
Figura 8.29). Considere que na posicio de equilibric as molas nfo estdo esticadas
nem comprimidas e que as distincias entre as particulas sejam iguals.

a) Mostre que a energia potencial do sistema é dada por

By = g [(52 —E6Y (6~ &)+ (& - fl)gJ ;

onde £, & e €3 s3o deslocamentos das particulas 1, 2 e 3, respectivamente, em
TOrNG da posicac de equikbdrio.

b) Obtenha as equages diferenciais do movimento das particulas e as freqién-
cias normais de vibracdo do sistema.

8.84. Um corpo de massa m move-se sob a ag3o de uma forca central dada
por F=kr.
a} Escreva as quantidades conservadas e explique por que se conservam.
b) Faga um estudo qualitativo do movimento através das curvas de potencial,

8.35. Duas massas mj e ma, presas a uma mola, deslocam-se aQ longo do eixo
z. Considere que 2(f) e 25(f) sejam as pesices das duas massas no instante ¢ e
que quando a distancia entrz elas € b a mola ndo estd esticada nem comprimida.

a) Escreva a energia potencial do sistema. ‘
b) Considere x1{t) = z10 + &1{t) @ 22(t) = Ta9g -+ £2(t). onde T;5 € x35g Sdo

' posicBes de equilibrio (zy9 — 19 = b) e &) e £ sdo deslocamentos no entorno

da posicio de equilibrio {ndo sdn, necessariamente, pequenos destocamentos).
Obtenha as equagbes de movimento para cada particula em termos de £ e &
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Figura 8.29. Exercicic 33.

4

1 .I.’J‘

" ¢} Obtenha as freqiiéncias préprias de vibragdo do sistema. Interprete o que
significa cada resultado.

cAPiTULO O

Sistema de particulas

Um sistema de particulas nada mais é do que um conjunto de pzrticulas que
interagemn entre si e externamence ao sistema. Este conceito é, de certa forma,
um tanto subjetivo, pois as particulas que pertencerao ao sistema vio depender
do nosso ponto de vista e, conseqilentemente, da conveniéncia do problema.
Sejam, por exemplo, os dois sistemas especificados na Figura 9.1:

Figura 8.1: Exemplos de sistemas de particuia.

o

h
L]
‘o 2 ’\ TN SISTEMA A

.
\ N 4 - SISTEMA B
i

T

-~ .]

..
. S 6

As particulas integrantes do sistema A séo as de mimero 3, 4, 5 e 8. As
interagbes entre elas s3o chamadas de inferagdes infernas. As interagoes destas
particulas com o que estd fora do sistema (10 caso, as particulas 1, 2. 6, 7 e
9) sdo ditas, conseqilentemente, inferagées ezternas. J4 no sistema B, as
interagoes internas sao entre‘as particulas 1, 2, 3. 5 ¢ 6, e ms externas sio as
nteragdes destas ~om as particulas 4.7, 8 2 9.

De uma maneira geral, a for¢a resultante que atua sobre a particula ¢ do
um sistemna com N particulas é dada por

199
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N
B =N"F. . F (9.1)
e
onde
F = forca resultante que a.tua(na particula i;

1

i(e) = parcela da forga resultante devido fs interacdes externas:

—

F,; = forga de interaco entre as particulas ¢ e j do sistema.
Temos ainda pela terceira lei de Newton que
£ =—Fy (9.2)
e, obviamente,

Fi=0. (9.3)

Nas se¢oes a seguir, trataremos do momento linear, momento angular e energia
de um sistema de particulas, hem como as condicdes para sua conservacio,

0.1 Momento iinear de um sistema de particuias

Esta aquantidade é definida por
P=3>"pi, (9.4)
p ,

onde p; ¢ o momento linear da particula . A relagio acimna pode ser reescrita
de maneira mais conveniente e interessante

= . d -
P= E m;t; = r E: My {9.5)
Definindo

- D T
g=f& ‘9.6
TCM S 9.6)

que é chamada de centro de masse do sistema de particulas, e usando-a em
(9.5}, encontramos
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P = AMigcay, (9.7)

onde M = }".m; é a massa tota] do sistema e Toar é a velocidade do seu
centro de massa.

A relagao (9.7) claramente nos diz que o momento linear do sistema de
particulas ¢ como se fosse 0 momento linear de uira tnica partfonla ds massa
A (massa total do sistema), meverdo-se cum a veloaidade d-, centro de massa.

. Vejamos agora quanto & condigdn para a couservacao do momento linear
do sistema de particulas. Derivando a expressio (9.4} em relacdo ao tempo,
obterhos '

dP o df; ;
= = 2‘4 — {9.8)
Como dg; /di & a forga resultante que atua sobre a particula i (segunda lei de
Newton), temos, usando a relagio (9.1), :

P
=Y E, R (99)

Mas o primeiro termo do lado direite de {9.9) ¢ nulo em virtude de (9.2).
Portanto,

d[j rile =
D LA (9.10)

onde Fuy € a Tesultante das for¢as externas ao sistema. Como Vemos, o imo-
mento linear do sistema de particulas serd conservado se a resuitante
das forgas externas ao sistema for nula.

Combinando (9.7) e (9.10), obtemos mais uma importante relacéo

F ext = M dgCM
dt
Que possui aplicacoes muito inieressantes. Ela nos diz que sé as forgas exiernas
contribuem para o movimento do centro de massa do sistoma. Ela nos diz,
também, que o mecvimento de um siswema dec particulas ¢ tal que a forga
resultante, atuante no sistems, € igual & for¢a atuante numa particula de massa

M (massa total do sistema) que se move cou a aceleracio do seu centro de
massa,

9.11)
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Vamos discutir alguns exemplos. Seja inicialimente o movimento de um

da explosio, nio levando em conta a resisténcia do ar, temos

\f dUonf _W ,
dt ! '

onde W & o peso do projetil. Apds a explosio, M 2 W cortiuuam os n.es-
mos. Logo, a equagic do centro de massa permance 1nalterada, istu €, 2 centro
de massa continua o seu movimento normalment., independentcnieute da ex-
plosdo do objeto (veja Figura 9.2). Isto é facil de ser compreendide, puis a
explosio ¢ causada por forgas internas e estas, de acordo com a relagio {9.11),
nao afetam o movimento do centro de massa.

Figura 9.2: A explosio nio afeta a trajetdria do CM.

~\| [
TN
TRAJETOR1A / .

DG CM.

Comao outro exemplo, consideremos um corpo de massa m que se move
com velocidade ¥ horizontal. Ele atinge uiu viowo do masza M ane se achava
inicialmente ern repouso sobre uma mesa, sem atritu. Apds a coliséo, o corpo
de massa m fica preso no de massa M e o conjunto passa a se mover com
velacidade ¥ (veja Figura ©.3). Vamos determinar esta velocidade em termos
dos outros dados. .

Tomemos o sistema como sendo constituido pelos corpos dé massas m e
M. As forcas externas que atuam sobre ele sao verticais {pesos e for¢a normal
exercida pela superficie sobre o bloco M). Assim, a componente horizontal do
momento linear do sistema é conservada.

ﬁx antes = T,
u:r.depo'ts = (fl.f + ”T!.) ‘17' .
Entao,

m

mit = (Aﬂf—l—?’?l)“? = T?:— m’g
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Como ja era de se esperar, a velocidade serd tanto menc: quanto maicr for M.
A energia mecinica se conserva? © que aconteceu?

Figura 9.3: Colisio de um projetil com um bloco.

ANTES DA
M COLISAO
. 3 D
»-—
N -
.
I LI I FIA LA EL O LT LT LA
APOS A
M+ COLISAG
W V]
q_,

F e—
Y e G

O exemplo acima ¢ um problema de colisao. Neste tipo de preblema,
pade haver ou nfo a conservagao da energia mecinica (no caso do exemplo,
86 cinética). Quando hé conservacao de energia cinética, a colisio € dita ser
eldstica.

Como tltimo exemplo, consideremos uma pequena esfera de massa m, em
[EPOUSO NTUITIS, INesa. S0hre ela Incide Uma oulra pequend esiera de massa iy
e velocidade 5. A Figura 9.4 mostra as situagdes antes ¢ depois do choque {o
qual estamos considerando como sendo eldstico).

Figura 9.4: Colis3o entre duas pcquenas esferas.

*l
E Y
ANTES DEPOIS w]/
.
oy ”’2 ey
’—p = -» A e e
Sy j
e
moTw
2 =

Pela conservagae do momento linear do sistema {constituido pelas duas
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part{culas), temos

- —_ —_
miv; =m; -l—Tnz'ugf_

Esta relacao vale porque a resul.ante das forgas exfernas que atuamn sobre o
sistema é nula (estamos desprezando o atrito entre as esferas e a mesa). Ela
valeria mesmo se a colisdo nao fosse eldstice  Mas, como a colis®o € considerada
eléstica, temos ainda
¢

1 2 13 1 12

—mMivy = —MmMav;” + o Mty .
2 1 2 1 2 2

O estudo da conservagao da energia mecanica ce un sisterna de particulas
serd objeto da Secio 9.3. Entretantc, para o exemplo acima, a conservagao
da energia mecénica do sistema (no caso sé cinética) é tdo direta que nao ha
necessidade de se esperar por esta segdo para discuti-lo. |

As duas equagdes anteriores {que na verdade sdo trés pols a eguacgao ve-
torial da conservagao de momento d4 duas equagtes) nao sao suficientes para
resolver o problema, pois hd quatro incégnitas. Esta situagae seria agravada
se o problema fosse tratado em trés dimensces. Af terfamos quatro equagoes
envolvendo seis incognitas. A explicagio geral disto é ficil de ser enfendida:
Apés a colisdo, os dngulos de espalhamento s&o imprevisfveis. Para resolver
o nosso problema bidimensional, teriamos de fixar um dos ingules 8 ou ¢,
mostrados na Figura 9.4

Tomermos o caso unidimensional, onde o problema pode ser resolvido exata-
mente, porque temos duas equaches e duas INCOZNILAS. A IESOINGAU uu sisleiia
de equagtes fornece

f_ml_m21

v = U1,
nie] + g
’ 2?’?‘&1
Yg = —————— ]
my +ma

O que acontece se my = mp? E se my <« mo? E para my » ma? Mais
uma pergunta: Como seria vista a colisfo da Figura 9.4 (bidimensional) no
referencial do centro de inassa?

9.2 Momento angulcr de um sistema de particulas

O momentn angulai de um sistema de particulas é a soma dcs momentos
angularzs de cada uma delas, tudo computado am relagdo a um mesmo ponto.
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L=3"L=Y 7ixf. (9.12)
Vejamos as condicOes para termos o momento angular do sistema. conservado.
Tomando a derivada de L em relagdo ao tempo, vem

dl  —~dii . dp _dp; )
dt_ i *C'I?Xpi—f-Z?iX‘Et—HZTiX—C}?. (JIS)

Pela segunda lei de Newton, dp; /dt € a forga resultante que atua na particula ¢
{obeerve que sempre usamos as leis de Newten). Substituindo (9.1} na relagéo
acima, obtemos

dL _ -
= =2 Ax 4y mxFy. (9.14)
1 i9 ;

iy
O segundo termo do lado direito de {9.14) também ¢ nulo. Vamos mostrar
isto. Como i e j sao simples Indices de soma, podemos escrever

DTk Fy = %Zﬁxﬂﬁézﬁjx}:ﬁ
i i
iEF

7 .
i#] i)

= 0, (9.19)
pois 7; — 7; possui a mesma diregdo de Fj;. Na segunda passagem acima,

~ usamos que By = —f}i {terceira lei de Newton). Com isto, a relagéo (9.14)
fica dada simplesmente por '

G xR =3 s 9.16]

Como vemos, se 0 torque resultame das forcas externas é nulo. o momento
angular do sistema é conservadol.

1" - 2 - ~
O torque resultante nio é necessariamente o torque da for¢a resultante. Procure vocé
mesmo verificar isto.
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Na secio anterior, vimos que o momente linear podia ser escrito como o
produte da massa total do sistema com a velocidade do centro de mussa (rela-

o
=

gao (9.1)). Frocuremnos obier aguia wite stayoo scinclniiile Bars o moment
angular. O vetor posicdo da particula pode ser escrito como

{
7=ToM+ T {9.17)
onde 7 &  vetor posicio da particula i em relagho ao centro de massa (veja
4 .
Figura 9.5) ;

Figura 9.5: Posi¢o da particula i em termos da posicio do CM.

y
. - . . -
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Derivando (9.17) em relacao ao tempo. encontramos

3 =voa + 7 (9.18)
Substituindo (9.17) e (9.18) em (9.12), vem
L= (fem+7") x milfon + 6')

1

= M T X Toar + 7o X Z mt;
i
_ ~f N
—UCAM X Zmi—"i + Z mT; | K.
; ;
9.19)
A uantidade 37, m;7; ' é nula pois ﬁ S, m;7; ' é a posigao do certro de massa

em relagdu ao proprio centro de massa, ou seja, € um vetor nulo. Conseqiien-
temente, ¥, m;7;" € nulo também. Assim,
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L= My x oy + > it x @ (9.20)
1

A relagao acima nos diz que o momento angular de um sistema de particulas,
em relagao a um panto, € igual ao momento angular como se *oda a massa
estivesse concentrada no centro de massa mais ¢ momento angular em relacio
ao centro de massa. Adiantemos e no caso do corpo rigido (Gaso especial de
wn sistem: de particulas que comeguiemods a estudar ne se¢ao seguinte), esta
segunda parte serd « *ciifa em termcs do chamado momento de inéreia.

Na segéo anterior, estudamos 0 momento linear de um sistema de particulas
onde discutimos alguns exemnplos. A seqiléncia natural seria fazer o mesmo
em relagdo ao mormento angniar. Entretanto, muitos exemplos interessantes
envolvendo a conservagio do momento angular envolve também a conservacio
da energia mechnica. Aliss, isto ja ocorreu num dos exemplos discutidos na
subsegao auterior. Vamos, entéo, antes de discutir qualquer outro exemplo,
estudar com mais detalhes a energia mecinica de umn sistema de particulas e
as condigdes para sua conservagio.

9.3 Energia mecanica de um sistema de particulas

Sigamos uma seqiiéncia semelhante dquela desenvolvida para o caso de uma
particula (veja Se¢éo 8.1). Consideremos inicialmente o trabalho realizado por
todas as for¢as que atuam num sistema, desde uma certa configuracio A até
uma cutra configuragio B.

B
Wag = Z/A Fodr, (9.21)

onde F; ¢ a forca resultante que atua na particula i{. Usando a sepunda lei de
Newton {como sempre), obtemos

- B dy; Bas
IIAB = Zmlf E.dri:Zmif —E'det
i A i P

A A
1 rBa B
= Zmiﬁjﬂ a(v.-v,} dt—Z mluilﬁ
= Eop- Fea, (9.22)

onde,
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SRl (9.23)
é a energia cinética do sistema de particulas.

A relagio (9.22) é vilida para qualquer que seja a natureza das forgas que
atuam sobre o sistema. No caso de essas forgas serem conservativas, nao é
difici]l concluir, seguindo o mesrio procedimento do capitulo anterior, que

¢
Wap = —AE; 4B, (9.24)

onde E, é a energia potencial do sistema de particulas e que possui a seguinte
expressac geral

y 1
Ey=Y B +3 §_ By (9.25)
1 2
i#i

A primeira parcela representa a energia potencial devido as interagges externas
e a segunda corresponde &s interagdes internas (o fator meio vem do faio de
o somatério estar contando duas vezes cada par de particulas). Combinando
(9.22) e (9.24), obtemos que a energia mecanica do sistema de particulas é
conservada quando sé atuam forgas conservativas. Vale aqui também o co-
mentério mais amplo sobre a conservacéo de encrgia feito no capftulo anterior.

A exemplo do gue fizemos com os momentos linear e angular, podemos
expressar a energia cinética do sistema ein termos das coordenadas 4o Tenttc
de massa. Combinando (9.18) e (9.23), encontramos

- oy
E. = m; (ch + 1)

1)

. ) 2
Mr?_%-mr + Vo Z mUt + 5 Z e

i 1

b= B R B =

1
M‘U%M— + 5 Z mil'zg b (QQGJ
i

cuja interpretacao é a mesma dos cases anterifres.

Como primeiro exemplo do que acabamos de ver. seja o caso de um sistema
de duas particulas de massas m; e my, que estd mostrado na Figura 6.6.
A particula m; move-se numn planc sem atrito e estd ligada & particula mo
por uIn fio inextensivel de comprimento b. Consideremos despreziveis outros
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Figura 5.6; Exemplo de sistama de duas particulas.

i

-/

possfveis atritos. Estudaremos este problema através das curvas de potencial
(as integrais que aparecero so podem ser resolvidas numericamente).
Em relagao ao ponto O, o torque das forga externa é nulo. Portanto, em
relacio ao ponto ¢, 0 momento angular do sistema é conservado.

—

L= mi7y X T +maFa X Us = myr26k = const..

A energia mecAnica também se conserva.

1 = 1
F = 2 vt 4 5 Mo — magz
1 ; : 1 .
= 3m (72 +r20%) + 32 2 — mogx
1 1 :
= E(mL+mg)i2 + §m1r262+mggr — mggh
= ¢onstante,

onde z = b — r. Eliminando a variivel # com o uso da expressao anterior,
obtemos _
4

2

.1
E=§(m1+TR2)'f”2+ + nmagr,

22

onde E = E + mqgh, que também & constante. Facamos o gréfico de 17(r),
dado por
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versus r. O resultado encontra-se na Figura 9.7.

r‘;igurd 9.7: Grificg de Vr) versus r.
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Como podemos observar, para valores da energia inecinica acima de um
certo limite, o movimento se d4 entre um valor méaximo e um minimo de r. Isto
implica gque ¢ movimanto de my, num caso geral, esta contido enire dois circulos
{Figura 9.8). Veja bem, nfo estd sendo afirmado que a trajetéria seguida pelo
corpo mj seja exatamente a da Figura 9.8. S9 seria possivel tal afirmacio
se conhecéssemos a equagdo da trajetéria, o que nao é o caso. A Figura 9.8
representa urn esquema possivel de trajetdria, o qual estd consistente com o
que aprendemos sobre o problema.

Em virtude de ¢ movimento de m; estar contide entre um rp,4, € WD Toin,
temos que o .aovimentc de ms ecstard contido entrz um o4, € UM z54. Ou
snja, num caso geral, o corpo de massa mg sobe e desce!

Como outro exempio, considerelnos o chamado problema da redugio de
dois a um corpo. Sejam duas particulas de massas m; e mq, interagindo entre
si e constituindo vm sistema isolado (as forgas externa sao despreziveis) (veja
Figura 9.9). Pela segunda lei de Newton, temos

Fy Fp s
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'ﬁlﬂ = T dQFl :
at (9.27)
Fp=m
21 = W2 i

Combinando estas duas relagoes, vem
- a) . (9.28)

I
{
me 1y drz \

Figura 9.8: Possivel trajetdria de corpe ma.

‘\-_-‘/ L
Comorms—T =7e¢ Fiy = — Fy (terceira lei de Newto:1), podemos escrever
R
Fop =t ——, 9.29
N=Hy (9.29)
onde
myms
= s 930
B o J (9.30)

. . . , 2
é a chamada -nassa reduzida do sistemna das duas particulas®.

A relacao (9.29) expressa o iinportante e interessante aspecto de o pro-
blema de dois corpos poder ser tratado como o problema de um corpo apenas,

*0 conceito de massa reduzida é restrito a duas particulas apenas.
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Figura 9.9; Sistema isolado constitu/do por duas particulas.

—"]

v a—

1 R
12
i
|

possuindo massa u dada por (9.30}. Assim, pars o estudo do movimento sob
forca central, feito no capitulo anterior, nao haveria necessidade de termos
considerado M > m. Todas as conclusdes 14 obtidas continuariam vélidas,
bastando trocar m por p = T;”_:L (note que 1o caso de M > m, temos p = m_)
Convém chamar a atengdo de que 7 é o vetor posi¢ao de num corpo em relagao
ao outro.

Pela expressdo da definicio do centro de massa, podemos diretamente con-

cluir que [veja explicagdo apds expressio {9.19)]

myTy -+ mofe =0. {9.31)
Como 7= 7 — 7, temos
ot — g —
ry = _ T,
Mt (9.32)
— 1 — .
Fyg= ———
my + me

Substituindo cstas relagtes em (9.20) e (9.26), para o caso de Jduas particulas,
encontramos

D= M7Top % Tom + nix 7, (9.33)
1 1.
E.=3 Muky, + 3 v’ (9.34)
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onde ¥ = dr/dt. O momento linear ndc apresenta o termo p. Como o sistema.
que estamos ostudandoe é comsiderado isolado, temos que %y é constante.
Assim. relativamente ao referencial do centro de massa (#rar = 0), que é
inercial, as relagoes acima sao reescritas simplesmente como

I'=prxd, (9.35)
. ,

El = %.u 4. (9.36)

E bom frisar, mais uina vez, que este tipo de reducioe é uma caracterisuca
apenas de sistemas isolados com duas particulas. Para sistemas de trés corpos,
por exemplo, niao existe redugic semelhante.

9.4 Mais alguns exemplos

9.4.1 A. As marés

O fendmeno das marés corresponde 4s protuberfincias da cinta ocednica devido
a atragdo gravitacional da Lua. Uma destas protuberdncias fica localizada
frente & Lua, o que € intuitivamente aceitdvel. Mas um tanto paradoxalménte,
existe uma outra protuberineia diametralmente oposta. Veja Figura 9.10.

Figura 9.10: Fendmeno das marés.

Vamos agora passar a explicar este fenémens. Sejam A e B duas particulas
de massa m, situadas na superficie da Terra, uma em frente & Lua e outra
diametralmente oposta (veja Figrra 9.11).

As forcas f,; e fg sao devidas 3 atragdo gravitacional da Lua. Fqe fB
devemn-se & atragio gravizacional da Terra. N, e Np sao forcas de coutato.
De acordo com a expressiio da for¢a gravitacional e pelos dados contidos na
Figura 9.11, temos
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Figura .11: Forcas sobre pentos “a superficie da Terra.
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mAl
Fa=Fp= G~R2—T ,

nAf
fa= c{;—_Ri)— : (9.38)

_ mAp
I8=CG5 Ry

(9.37)

(9.30)

Tanto = Terra como a Lua possuem um movimento de translacao circular em
trajetérias circulares de mesmo raio. A Figura 9.12 esclarece melhor ¢ que
foi dite (6 importante frisar que o movimento nao é como se a Terra e Lua
constituissem um Lalter rigido). Chumando de 7 o raio dessas trajetorias,
temos. usando a segunda lei de Newton para as massas situadas nos pontos A

e B,

M M . PP

¢ (dm+ 1;)2 +G mRQT ~ N =mu’r, (9.40)
ﬂ A'

Ni+G (;’“_ ‘;‘;)2 -G ngf:r = mw?r . (9.41)

Considerando o movimento ¢1 Terra em torao do CMl, temos. rambem utili-
zando a segunda lei de Newten,

= Mp’r = Wr=G %‘% : (9.42)

MMy

C—p
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Substituindu cste resultado em (9.40) e (9.41), encontramss

mM;p, mMr mhy,
G(d—l—R)2+G 7= —Np=¢G 2 (9.43)
mMy mMr mid;,
N. .+ G - =
o+ T-RE G 7 G - (9.44)
.razendo as seguintes aproximacdes {em virtude de R < d)
1 1 Ry-2 1 2R
@+ RE 23 =ml-7)
1 1 Ry—2 1 2R
[@-R? =p(l-5) = al+5).
(9.45)
e substituindo estes resultados em (9.43) e (9.44), vem
mMr 2R _mMy ‘
__mMp 2R _ mh
ArA—G_F_—?GT (6.47)

Como veinos, as forgas de contato em A e B sdo iguais (e dirigidas para fora).
Isto explica as protuberancias aproximadamente iguais tanto em frente & Lua
como ra face diametralmente oposta.

9.4.2 Foguetes (sistemas de massa variavel)

Os foguetes sao sistemas de massa varidvel em virtude da queima de combusti-
vel em suas cimaras. O escapamento veloz dos gases faz com que o foguete seja
impulsionado em sentido contréario, numa aplicagdo direta da relagao {9.11),
pois, sendo emitides gaces num certo sentido, o faguete desleca-se em sentido
oposto, a fim de que ¢ centro e massa do sistema conjinue no seu trajeto
normal.

Seja um foguete que, num certo instante ¢, possui massa Al e estd com
velpcidade V. O momento linear do sistema no instante £ é, entdc, dado por

P=MV. (9.48)
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Figura 9.12: Movimentos da Terra e da Lua em torno do CM.

TRAIETORIA
DO PONTO A

TRAJETOR! A
DO PONTD B

TRAJETORIA DO
CENTRO DA TERRA

Apds um intervalo de tempo df, uma quantidade de massa dM & expelida,
através de gases, em virtude da queima do combustivel. Se nio houver forgas
Exbornas ac sistemo. o momenta linear continuard sendo P. Nos aqul., consi-
deraremos que o foguete esteja se movendo no campo gravitacional teriestre,
ou seja, a forca externa é o peso do foguete. Chamando de P’ ¢ momento
linear do sistema no instante ¢t + di, temos (atente que dM é uma quantidade

-

negativa)
B'= (Af + dAL)(V + dV) + (—dM) V', (9.49)

onde V7 & a velocidade com que os gases sio ejetados. Das relagdes (9:48) e
(9.49), obtemos

dP = P' = P = MdV + d\ (V- ) (9.50)

Desprezamos a quantidade dAf dV por ser um infinitésimo de ordem superior
aos que aparecem em (9.50). O vetor V! — V & a velocidade dos gases em
relacio ao préprio foguete, que chamaremos de V.. Fazendo esta suhstitui¢ao
na relacao (9.50) e dividindo ambos os lados nor dt, obtemos
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Ap d&v  dM -
= V. (9.51)

A4+ A g
P bt At

. . .
Como a forga externa atuante no sistema é decorrente da interacfo gravitaci-
onal (desprezando a resisténcia do ar}, temos

¥  dM -
M—— —V,=Mg '
1~ Ve=Mg. (9.52)

Considerando o movimento na vertical e o eixo coordenado apontando para
cimia, podemos escrever ‘

av N dM

dt dt
Vamos considerar que o foguete tenha partido do repouso, sendo M, a sua
massa inicial, incluindo combustivel, Considcremos também que a altura atin-
gida apds a queima do combustivel seja tal que 0 campo gravitacional nao varia

subst.a.ncialmente em relagio ao valor na superficie da Terra. Assim, da relagao
anterior, diretamente obtemos (tomando V, constante)

V.=—My. (8.53)

M,
V)=V, In—> — gt.
(Hy=1V, 0] g (9.54)
Como exemplo, seja um foguete onde V, = 2000 m/s e a perda de massa da
ordeis: de 1/GG Ga massa inicial do foguete por segundo (dados aproximados da
V2). Qual deveria ser a razio entre as massas do combustivel e do foguete vazio

para que ele atingisse a velocidade de escape da Terra, que é aproximadamente
40000 km/h ou 11000 m/s?

11000 = 20001 e - oo =M
M 1 M
" g0 °°
: M
20001n —=2 — =
;H.M ~;~600M0 11600,
v 4
onde, na primeira passagem, usamos que % = —-B%MQ. O termo 600%

. praticamente nao contribui. Assim,

M,
—— > 330.
M 30
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Portanio, a rezfo entre a macsa do combustivel (Mg — A7) e do foguete vazio
(M) é também desta ordem! isto explica o adogio de foguetes cous mals de

m oot dria am alaine caens
g0 am 2ang a0

1
A ehA Ak e

» Cxercicios

9.1*. Uma particu'a de massa m; = 2 kg colide elasticamente com uma outra
de massa mg = 4 kg, inicialmente em repofuso. A velocidade de my é de 2im/s’
Apés a colisdo, ma move-se num angule de 45° com a diregio original de m;.
Encontre as velocidades finais de m e my. Analise também este problema no
referencial do centro de massa. Repetir o problema considerando um angulo de
30° em lugar de 45°.

'9.2. Mostre que numa colis3o elistica entre duas esferas idénticas, onde uma
estd inicialmente em repouso (o jogo de bilhar € um exemplo aproximado deste
caso), o dngulo formado pelas diregBes das duas esferas apés a colis3o (se esta
nio for frontal) serd sempre de 90°.

9.3. Dois patinadores A e B. cada um de massa M, estdo num lago gelado.
O atrito entre seus patins e o gelo é desprezivel. O patinador A tem nas m3os
uma bola de massa m. Ele a joga para B e este a devolve novamente para
A. Sabendo que, quando estdo em repouso, s3o capazes de atirar a bola com
velaridade horizontal de médulo V' {em relacio ao solo} calcule a velocidade final
-de cada patinador.

9.4. Dois blocos A e B, de massas respectivamente iguais a maq = 70kg e
mpg = 2 kg, estio presos por uma mola. Estes corpos estdo sobre uma mesa
onde os atritos s3o0 despreziveis. Separamos os dois corpos até uma distancia aa
2,0m e os soltamos. Em que ponto ocorrerd a colisio?

9.5%, Um corpo, caindo verticaimente em queda livre, explode em dois pedagos
iguais quando estd a uma altura de 2.000m e com uma velocidade de médule
60m/s. Imediatamente apés a explosio, um dos fragmentos move-se para baixo
com 80m/s. Ache a posicdo do centro de massa 10s apés a explos3o.

9.6*. Um bloco de massa m estd inicialmente em repouso sobre uma cunha de
massa M, & uma altura h, como mostra a Figura 9.13. Ndo ha atrito em nenhum
par de superficies do problema. Calcule a velocidade final da cunha apés o corpo
atingir a base. :
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Figura 9.13: Evercicic 6.
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9.7*. Sejam duas particulas d= massas m e 1y, afastadas de uma distncia
T, € 8m repouso nesta posigao nor um dispositivo qualquer nio especificads no
oroblema (veja Figura 9.14). Num deteriminado instante, o dispositivo que man-

tém as duas particutas em repouso é desativado. As particulas possuem apenas
interacdo gravitacional,

a) Em que ponto as particulas irjo colidir? Expligue.

b) Expresse a conservag3o da energia considerando os movimentos em relacio
a¢ centro de massa.

c) Escreva esta equacio em relagioa re ¢ (7= 7} — 7).
d) Calcuie o tempo que as particulas levam para se chocar.

Figura 9.14: Exercicio 7.

L
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9.8. Seja o mesmo problema anterior. considerando agora que um eldstico de
comprimento de repouso desprezivel e constante & prende as particulas uma a
outra. Considerando os corpos inicialmente afastados de uma distancia d, calcule
© tempo para haver colis3o (despreze a interagdo gravitacional),

9.9. Sejam duas pequenas esferas de massas iguais a m, em rgpouso sobre uma
mesa. Considere que as esferas sejam ligadas por um eldstico de massa desprezivel
€ constante eldstica .. D3-se uma velocidade inicial de méduio v, a uma das
esferas (veja Figura 9.15). Descreva os movimentos das esferas. Despreze os
atritos-e suponha todos os movimentos nima Linica dimens3o e que os (possiveis)

choques entre elas sejam eldsticos. '
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9.10. Um objeto de massa m e velocidade de méduio v colide com outre de
massa 2m inicialmenta em renouso (considere a colisdo eldsiica).
:} Nacrrava n mnvirmento inirial vista no referencial do centro de massa.
b) Se a velocidade da primeira particula apés a colisao for perpendicular a sua
velocidade original, vista no referencial do centro de massa, encontre as diregBes
das velocidades finais no sistema do laboratdrio. '

Figura 9.15: Exercicio 9.
¢

9.11. Um conjunto de n massas estd suspenso de modo a permanecer na
mesma horizontal e sem entrar em contato uma com a outra (veja Figura 8.16).
A primeira massa é fm,, a segunda f2mq, a terceira f3m, e assim até a dltima,
que-é fMm,. Sobre a primeira, incide uma particula de massa m, que se move
comn velocidade horizontal de médulo v,. Esta produz uma sucessdo de choques
a0 longo da linha de massas.

que a Gltima massa sai com velacidade igual

w=(157) v o

b) Mostre que se f = 1 toda a energia ¢ transferida para a iiltima massa.

c) Para f = 0,9 e n = 20, caleular 3 massa, velocidade e energia cinética
da dltima massa da linha em fungio da massa, velocidade e energia cinética da
particula incidente. Compare este resuitado com um choque direto entre 2 massa
inciderte e a iiltima da linha.

©.12*. O sistema representada na Figura 9 17 estd em repouso. O coeficiente
de ctrito entre a caixa {massa M) e o plano horizontal é u. Largando-se o p3ndulo
{massa m) na posi¢do indicada, qual deve ser ¢ valor mimimo de u para que 2
caixa n3o deslize? Descreva qualitativamente o movimento do.sistema no caso
em que p= 0. '
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Figura 9.16: Exercicio 11.

’
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Figura 9 17: Exercicio 12.
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9.13*. Uma massa A, ligadz § extremidade d= uma corrente muito longa de
massa m por unidade de comprimento, é lancada verticalmente para cima com
velocidade inicial de médulo 1. Mostre que a altura mdxima atingida por M é

. Mo, 3mVIs
2A1g /
e que a velocidade da massz M quando volta ac solo & /2.

]

-1
|

ml_‘\Ai

_ 9.14*. Um bola de massz m e velocidade de mddulo atinge um halter,-
inicialmente em repouso, como mostra a Figura 8.18. Considere a colisio perfei-
tamente eldstica e que o corpo de massa m seja desvisdo de 30° em relagio 3
sua direcdo inicial. Calcular, apés 2 colisdo, em termos dos dados do problema,
a velocidade do corpo de massa m, a velocidade do CM do haiter e a velocidade
angular de rotagao do halter em relacio ao seu CHM, i

9.15. Sobre uma superficie plana horizental, sem atrito, existe um corpo de
massa m preso 2 um gancho de massa desprezivel. Sobre este"sistema, incide um
utrs corno tambeém de massa m de modo a atingi o gancho (veja Figura 9.19).
Apds a colisdo. este dltimo corpo fica preso ao gancho. Calcular a velncidade do

centro de massa do sistema, bem como a velocidade angu'ar em rela¢io ao centro. . ....-

de massa.
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Figu,a 9.18: Exercicio 14.
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Figura 9.19: Exercicio 15.

L/

9.16. Um sistema de dois discos de massa m, ligadas por uma haste rigida de
massa desprezivel € comprimento 2{, gira com velocidade angular w. O ponte O,
no meio da haste, possui velocidade nula. Em certo instante, um dos discos coI_ide'
com outre disco idéntico em repouso {veja Figura 9.20). O choque é totalmente
inefastico. Qual é o movimento do pontoe O depois do choque?

Figura 8.20: Exercicio 16.

8.17. Um corrente flexivel de comprimento | = peso W ¢ colocada sobre uma
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superficie sem atrito ABC {veja Figura 9.21). Inicia'mente, a distincia de B a D
él—a. PsOVe que 3 velucidade da corrente é v = /{g/t) (12 — a)sen & quando
a oxtremidade I atinge o ponto R

Figura 9.21: Exercicio 17.

9.18. .Duas particulas (2 e 3) de massa m, ligadas por uma haste rigida de
-massa desprezivel, estdo inicialmente em repouso (veja Figura 9.22). A colisio
entre 1 e 2 € totalmente ineldstica e sistema movimenta-se sobre um plano hori-
zontal sem atrito. Descreva o movimento do sistema apds a colisdo.

Figura 9.22: Exercicio 18.




capituro 10

Corpeo rigido - Parte |

G corpo rigido é um caso especial de sistema de particulas, onde a distan-
cia entre duas particulas quaisquer do sistema permanece constante (veja Fi-
. gura 10.1).

Figura 10.1: Corpo rigido.

4

As principais relages gue iremos usar naste capitulo ja foram Jeduzidas
no capitulo anterior, mas ndo custa nada repeti-las (usareinos o indice a para
representar as particulas do sistema)

185
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P = Tm‘ﬂ_ﬁn‘ = Mdras. (10.1)
e
" djs I
For = ol ! (10.2)
L = 3 mifaxi
= Mroa % Top + 9 Mafa X Ta (10.3)
B dL
Text — Et— , (10‘1)
5 1,
E. = z 5 Maty
a
1 2 1 2
= inCM+Z§mava . (10.5)

Caso vocé tenha dividas na interpretacio destas equacgdes, bein como nas suas
diversas conseqiléncias, convém estudar novamente o capitulo anterior (caso
contrario, vocé deverd ter muitas outras dividas no que serd aqui apresentado).
A Parte IT deste assunto serd tratada no Capitulo 13.

10.1 Energia cinética-e momento angular do corpo rigido

Seja um corpo rigido possuindo movimento de rotacio em torno de um certo
eixo, caracterizado por uma velocidade angular w. Yamos calcular a energia
cinética de rotacao deste corpo. Veja Figura 10.2, onde m, ¢ a massa de uma
particula formadora do corpo rigido e d, ¢ sua distancia ao eixo de rotagao
J4 sabemos que a energia cinética é dada por .

1
Ec = Z *2" mauz - (10‘6)

Mas, devido ao fato de estarmos lidar.do com um corpo rigido, todas as particu-
las possuem a mesma velocidade angular de rotagao. Podemos entao escrevor

E.= Z%mawzdg = % (Z m,,dﬁ) w? = %Iwz : (10.7)
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Figura 10.2: Corpo rigido girando em torno de um aixo.

onde a quantidade

I=3% med: (10.8)

é c(:;lamada de momento de inércia do corpo rigido em relagio ao eixo conside-
rado.

Passemos agora dlc T r
gora ao cdlculo do momento angular. Para tal, temos de es-

COMIET 4In PONTO ae Teierénclia. Seja entac o ponto U {nao necessariamente o

CM}, como mostra a Figura 10.3. O memento angular ¢ dado por

L=l =2 mafa x 0. (10.9)

Ea i =4 s , -
Ef af:ll perceber que o vetor momento angular L ndo é necessariamente paralelo
&0 eixo de rotagao. Quando isto ocorre, o eixo é chamado de eizo principal.
Como a Figura 10.3 representa um caso geral ¢ o eixe nio é necessariamente

p.nnmpal, vamos calcular a projegio do vetor momento angular ac iongo do
eixo de rotacao.

)

Z locos(90° — 8,) = Zmar,,ua sen i,

= Zmﬂva:ia = Zmadéw =Tw, (10.10)
a a

L.
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Figura 10.3: Momento angular do courpo rigide.

onde, na segunda passagem acima, usou-se o fato de 7, e 7, seremn perpendi-
culares. Podemos escrever esta equacio vetorialmente

=y

S G R 0 e (10.11)

onde & = w k é o vetor velocidade angular. Sua diregio esta ac longo do eixo de
rotagao e seu sentido depende do sentido da rotacdo. A Figura 10.4 esclarece
este ponto (veja Capitulo 7, Seq. 3 - veramos mais detalhes no Capitulo 13).

Figura 10.4: Sentido do vetor velocidade angular.
-+
w

l-o

Vamos diseutir um exemplo envolvendo um corpo rigido dos inais simples:
duas pequenas bolas, de massa m cada uma, ligadas por uma haste de massa
desprezivel. Consideremos que este corpo rigide possua 0s movimentos de
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rotacao especificados na Figura 10.5. No primeiro caso, o eixo e principal (L
e & 330 paralelos). O momento an_ular vole

L = 2mav i = 2ma’®

3. (10.12)

A quantidade 2ma? & o momento de inércia do sistema [vejs Eq. {10.8)] em
relagdo ao eixo z. O vetor momento angular L é coustante. {

- Figura 10.5: Exemnrlos de rotacdo de um corpo rigido.
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No segundo caso, o eixo nao é principal (L e & ndo séo paralelos). A
componente do momeunto angular ao longoe do eixo z é dada por

E, =2ma?sen¢ 3, (10.13)
unde 2ma?sen?o é o momento de inéreia relativamente ajo eixo z. O vetor
moirento angular L nic & constante. Conforme as rassas vio girando em
torno dn eixc z, o mesmo acontece com L (este movimento do vetor L ¢
chamiado de preesssdo). Conio o momento angular total nao é constante,
temos que este movimento s6 é possivel com o auxilio de um torque externo.
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O valor deste torque ¢ facil de ser calculado através da relagdo (10.4) e com a
ajuda da Figura 10.6.

Lsen{90° — ¢) cos i+ Lsen{90° — ¢)scadi + Loos (90° — q})inc
= Lcosécosﬁi+Lcosqﬁsenﬁj-kLsengbﬁm (10.14)

I

Figura 10.6: Decomposig¢in do momento anguiar ern eixos coordenados cartesia-
nos.
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Como L e w sio constantes ¢ w = df /df, temos

dr
Toxt = r = (~Leos¢senfi+ Leosdeosff)w
= Lwcosg (— sen 81 + cos Hj) = Lwcosgbé «— c.f. Exercicio 1.5
L. - .
= m weosdl = 2masen Geos w? 8
= ma P sendpd. -(10.15)

Todo corpo rigido posevi, em cada ponto, no minimo trés eixos principaié,
perpendiculares entre si {provaremos isto nu Capitvlo 27). Citemos também
que quando o corpo rigido apresenta uma simetria Je revolucao relativamente
a um certo eixo, este eixo é principal (istc é diretam~nte percebido no nrimeiro
caso do exemplo que discutimos ainda a pouco). Assim, por exempio, 0 eiXo
de simnetriz de um cilindro é um eixo principal. Os outros eixos principais
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sa0 perpendicularcs o ele, passando pelo centro de ciindre, como mos.ra a
Figura 10.7.

hgntwn Anctn roninainia tammoe cars cersdoeias Al
- R L i \,““‘\1-41_‘- ke »1 e lJun_!‘)u !J\,LU

uma esfera é um eixo principal. Adiantemos que o mesmo acontece para o

cubo. /
\f

PR
oL L

Figura 10.7: Eixes principais de um cilindro.

{

N

10 2 Introducin 3 dinimica do eorpo rigido

Esta secao, assim como as préximas seguintes, consistird de um estudo in-
trodutério da dinamica do corpo rigido. Maior profundidade neste assunto
serd apresentado a partir da Secdio 5. Para o presente estude, ji poscuimes
toda a base tedrica necessaria, que estd fundamentalmente nas relagées (10.2)
e (10.4). Como j4 é bem conhecido, estas relacdes originam-se da aplica¢io da

‘segunda e da terceira leis de Newton.

O desenvolvimento da presente se¢io serd feito com a discussio de alguns
exemplos.

10.21 A. Mdquina de Atwood '

A méquina de Atwood foi-nos apresentada ro exercicio IV.11. Naquela apor-
tunidade, desprezamos a massa da roldana (porque néc sabfamos tratar do
movimento do corpo rigido). Vamos estudar novamente a maquina de Atwood
{veja Figura 10.8), mas levando em conta a massa da roldana. Consideraremos
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roldana ¢ 0 eixo yue passa pelo seu centro, mas nao
n"o girama)
..... A 10

desprezivel o atrito entre a
o atrito cntre a roldana e o flo (pois, caso contrério, a ro.dana.

0O isolamento dos corpes encontra-se na Iigura 1.5
de Newton, temos s equagoes

mig — F =me,
f — mggz o,
T-F-F=0.

Figura 10.8: Méquina de Atwead.

”’2 A .E

Figura 10.9: Isolamento dos corpos da maquina de Atwood. ~
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A roidana sé possul retagdo em tormo do eixo que passa pelo seu centro.
Usando a expressao (10.4), cbtemos

FR—F’R:I%E=IQ,

onde & = di/dt é a aceleragao angular. Considerando a roldana apromrna—
damente como um disco (I = MR?/2} (alguns momentos de inércia estap
apresentados no exercicio 3 — veja também exercicios 2 e 5) @ surondo nio

haver deslizamento entre o fio € & roldana (v = wR = a = aR). obtemos
A AR D)
: 0= g. (10.16)
my +mo + ?

Comparando cuin o resultado do exercicio 4.11. podemos observar que a ace-

leragdo é menor do que 1o caso de se desprezar a massa da roldana.
Poderiamos ter chegado a este mesito resultado partindo da zonservacio da

energia mecinica. Vejamos isto. As expresses das energia cinética e potencial

© 830

i ) 1 . 1 4 1 Al
E. = mtt-me?+-l?=2(m +m %)vg.
e T pMUitgmaviEg AU
E, = —migz—mag{l-—-=z).
nna d nma sangtantas ra]ﬁu‘wr\nnr‘ﬂ [ala’ Lslnal ("\?1'\"\1“1‘!‘197" f_‘]t_\ ﬁr_\ 2 r‘(\p:u“prnn_co

Ey, = 0 no nivel do eixo. Como é desprezado o atrito com o eixo da roldana, ¢ os
demais atritos sé produzem rolamento perfeito. temos que a encrgia mecancia
do sistema é uma constante. Assim, a clem ada £, + EF, em relagio ao tempo
é zero. Isto nos leva a

CAMN de
(m1+m2+?)v5 — (mi— mg) guv =0,
iny — M
= e=——779:
m2+ﬂ‘l/2+7 ;:

que € a mesma relagao {10.16).

J4 L algun, tempo estamos falande que a forca de atrito nos rolamentos
perfeitos nao realiza trabalhic. Em outras palavras, nao dissipa energia. Foi
0 que acabamos de utilizar acima. Vamos aproveitar a oportunidade para



104 CAPITULO 10. CORPO RIGIDC - PARTE |

fuzer esta demensiragdo. Seja, por exemplo, uma roda sobre a qual eplicamos
wna for¢a . Consideremos que ela tenl.a win rolamento perfeite sobre uma
superficie horizantal Vaia Wignea 1010 nnde f. 4 = forea de atrito {ectaiticol,

De acordo com as relagdes (10.2), {10.4) e {10.11), encontramos

dveas
F_f.=M -
fﬂ ﬁ dt 1
duw , _
JraR:ITEE, {10.17)

onde 7 é o momento de inércia da roda em relacdo ao seu eixo de rotagao.
Vamos mostrar que sé a forga F contribui para a variagéo da energia cinética
(no caso, a energia potencial é constante).

dE. _ dl ., 1.,
== g (gMebty 1)
dvoas dew

= ) —_— 10.18

_MHCM ai + Jw 7r ( )

Combinando as relagdes (10.17) e (10.18), vem

dle _ (F— fa)vear + fawR. (10.19)

T - 1 L] [P - JN R I I b e
INGD CABU UE [ ULGLICHILY POLITIVG, LOLID GELUAT W e, L ciliu,

dE.
— = Fuear, 10.20
% Caf - (7 )
que é o resultado esperade. Note gue, realmente, a forga de atrito nao participa

da variacio da energia cinética!

Figura 10,10; Movimento de uma roda com rolamento perfeito.
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10.2.2 Mecanica da bala de hilhar

Sgja uma bola de bilhar de massa M e raio R (veia Ficura 10.11) F 4 o
for¢a que o taco exerce sobre a bola. Consideremos esta forga tio intensa que,
durante a tecada, a forga de atrito entre as superficies da bola e da mesa DOossa
ser desprezada. Consideremos ainda que F scja horizontal e aplicada na secao
vertical que passa peln centro ds hola. ;'
Durante & tacada cemes, d- acordo com as relages (10.2) e (10.4)

F = M
TR (10.21)
{ dwcpy 2 dw ‘
Fih—R) = I, . 2 2 SCnf
{ ) oM —a =t ME (16.22)

onde wey é a velocidade angular de roiagdo da bola em torno do centro de
massa. Combinando essas duas equagGes, vem

M d'UCM . 2MRQ df.:JCM

d¢  5(h—R) di

2R?

(10.23)

N_a rélagflo (10.23), vear e weps 530 quantidades registradas durante a aplica-
¢ao de F. Nctar que, num caso geral, voy nao é igual a wear KR, Isto €, num
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caso geral o rolamento é acompankado de deslizamento. Seh=R, wgy =0
{nio hé rolamento). Se h > R, o rolamento é em sentidlo hordrio e se h < R,
~mn gontidn anti-hardrio Pademos achar tamhém o ponto onde a bola deve ser
atingida para que o rolamento seja sem deslizamento. Para fal, introduzimos
em {16.23) a condi¢io vonr = wen R, 0 que nos leva a

I

7
h=-R.
5

Consideremos agora a situagdo apés cessar o efeito da forca F. Quendo £ nao
estiver mais atuando, a forca de atrito passa a ser significante {pois ¢ a tnica
forca horizontal que atua sobre a bola). Seja o caso de e bola ser atingida
no centro. Como vimos, ela sai momentaneamente sem girar. Fagamos este
instante t = 0 e chamemos de ¥, a velocidade do centro de massa. Assim, e
t = { temos

VCM = Vo = wear = 0.

A Figura 10.12 mostra a situagdo num instante posterior genérico t > 0. A
partir das relagdes (10.2) e (10.4) podemos diretamente escrever as equagoes

dveas
—f.=h
fo= M=
2 de
faR=Z MR?=SM
3 dt

O sinal relativo menos entre as duas relagbes acima deve-se aos efeitos con-
trérios da forca de atrito no tocante & rotagio e a translagio (ela retarda o
deslocamento do centro de massa e acelera a rotagde em torno do centro de
massa). Combinando-as, vem -

ducpy 2 dwear
dt —_EMR dt

VA 2 WAL
= f drear = % R dwe
. o

A

o
2 .
= T =t Nlwenr - (10.24;
Enguanto houver deslizamento, veas vai diminuindo e wepyy vai aumentando,

Eles continvam variando até o rolamento ser perfeito. A partir daf, passem a
ser constantes. Nao havera mais a for¢a de atrito. Substituindo vepy = wep i
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Figura 10 12: Movimentc da belzs de bi'har apés 2 tacada,

na relagao (10.24), obtemos a velocidade final do centro de massa em terinos
de de v,, ou seja,

5
’UCM=?'UD.

A energia dissipada durante o deslizamento (trabalho realizado pela forga de
atrito).é facilmente obtida:

1 2 '
a5 = o Ju(En) - (35 = v
ilt}tulode ilus‘fil‘"ag:a?o, qnhlo_sﬁtlemos outra maneira de se obter a relagao (10.24).
OSSIVALY w Liguia 10.i4, UWOWAINUS GUe Para U ponlo qualquer da super-
ficie o torque é zero. Assim, em relagio a este pento, o momento angular &
cpnserva,do. Usemos entéo a conservagao do moniento angular para as duas
situagoes mostradas na Figura 10.13.

2
MuR = Mveu R+ 'S‘AfszUCM = VoM = Vg — %chﬂf ,

que ¢ a relagac (10.24).

10.3 Equilibrio do corpo rigido (estatica) ‘

- Consideremos que um certo corpo rigido esteja em equilibrio num determinado

mstjcz.nte. Isto significa que 7, = 0, onde a est4 representando qualquer uma
de suas particulas. Estamos intercssados em saber quais as condigdes que
devem ser satisfeitas para que ele fique em equilibrio permanentemente. Nio é
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Figura 10.13: Movimento considerando ¢ ponto A como refei@ncia.

diffeil concluir que basta impedir que ele translade ou rode. Fara que ele nao
transiade, fazemos a resultante das forgas que atuam sobre ele igual a zero,
Para que ele ndo rode, fazemos o torgue resultante, em relacao a um ponto
qualquer, também igual a zero. Estas duas condigbes devem ser satisfeilas
shiinultancamente,

O estudo dos corpos em equilibrio é um ramo da Mecinica chamado de Fs-
tdtica. Nio vamos nos deter muito neste assunto. Limitar-nos-emos & discutir
um exemplo e propor outros para serem resolvidos como exercicios.

Seja uma placa retangular de massa 100 kg, apoiada sobre uma parede
como mostra a Figura 10.14 (todas as medidas de comprimento estao em
metros). Ela estd presa pelos fios e nos apoios C e D, sendo que em I? o apoio
& sé na direcdo y. O nosso objetivo serd calcular as forgas de tensao nos fios e
as foreas nos apoios.

Apliquemos as condigdes de equilibrio, isto ¢, a forga e o torque resultante
devem ser nulos. Comecemos pelo torque. Para a componente x do torque
resultanie, obtemos

C,=0.

1

Para a componente z, temnos

Thsen Asend x 2,5 =T sendsend x 4.

Pelos dados da Figura 10.14, pedamos obter diretamente que

sené = 0,514, cosfl = 0,857,
sen A= 0,739, cosA=0,351,
sen¢ =0,589, cos¢=0,808.
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Figura 10.14: Placa apoiada sobre uma parede.

Usando estes dados na relacio anterior, encontramos

Th=1247T.

Em lugar de considerar a componente y do torque resultante. é mais conveni-
ente tomar a projegao ao longo da linha que passa por AB. Assim,

3,50, +2FP=0 = (C,=—-3TIN.

O‘ sinal negativo indica que C, possui sentido contririo 2o estabelecido na
Figura 10.14.

Passemos agora para a condigio de forca resultante zero. Para a Compo-
nente z, temaos

E

Ticosp+Theosa+Cr=0 = 0.8087; +0.6517T; =571 N .

Usan-do a relagao entre Ty e Ty, obtida acima, er.contramos

Ty=354N e T,=439N.



200 o CAPITULO 16. CORPO RIGIDO - PARTE |

Tomando agora a componente y da fesultante, temos

Tisenpsenf —TpsenAsenf+ D +Cy =0 = D=641N.

Para u. componente z,

P—C,—Tysengcostd—ThsenXcoslfi=0 = C,=—364N.

Com este 1ltimo resultado, calculamos C
1

= fC2+ 0+ C2=6TTN.

10.4 Introduc3o ao movimento do giroscopio’

Qualquer corpo rigido com um eixo de simetria e rodando relativamente a este
eixo constitui um giroscépio. Como exemplos imediatos de giroscopio temos a
roda de bicicleta, o piao, a propia Terra etc.

O estudo do movimento do giroscopio, no caso geral, nio é algo simples.
Faremos um estudo mais aprofundado na Secdo 7. Trataremos aqul apenas
dos pontos mais simples. Seja entdo o dispositivo indicado na Figura 10.15.

Figura 10.15; exempio ae ghioscipic

Wrrdssizs
o

O sistema se encontra mantido na posigic indicada por meio de uma agente
externo qualauer {que nao esta sendo mostrado na figura). A roda de massa
M e momento de inércia I {em relagio ao eixo OO’) possui liberdade para
girar livremente e torno deste eixo. Consideremos que a massa da haste seja
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desprezivel perant~ a massa da roda. Livrando o sistema do dispositivo que o
mantém 11 posicao indicada nafigura o movimento resultan: . serd escilatério
no planc formado pela haste e nelo fin (2"

Consideremos agora a roda girando com velocidade angular & em torno do
eixo Q0', como mostra a Figmia 10.16. Soltando o sistema e supondo que &
seja suficientemente grande (falaremos daqui a pouco sobre o que vem a ser &
suficientemente grande). ele no mais caird como da vez anterior.” Em lugr
disto, ele passard a girar em torno do eixo vertical que passa por C'0". Hste

-movimento € chamado de precessao.

Vamos ver por ‘que isto acontece. Em relagio ao ponte O, 86 0 peso da
roda eontribui para o torque externo (lembre-se de nue estamos desprezando o
peso da haste). L estd, dirigido ao longo da haste e, desprezando o otrito com
o eixo, possul médulo constante. Por outro lado, como o eixo OO é principal

b bl
podemos 3screver

L=TI&. (10.25)

rigura 10.16: Roda girando com velocidade &.

LLLLLLL, '

O torque do peso em relagio ao ponto O [que é 0 7., da eq. (16.4)] faz L variar

em sentido como indica a linha pontillada da Figura 10.17. O movimento é em
torno do eixo vertical (YO”, com velocidade angular . O céleulo do médulo
de ) é diretamente obtide com a ajuda des relagdes (10.4) e (10.25). Como
Teze = My! |dL| = LQc! = IQdf. obtemos

Mgl

Mgl=1uw@ = Q=7 (10.26)
dw

O m . - v . - 2 —
ovimento de precessao é apends uma aproximagic, que s ocorre se & for
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suficientemente grande (tal que possamos desprezar {1 perante &). A relagio
(10.26) miostra que quaiiio maior for & mencr serd ) Se €1 nao for desprezi =l
am relacin a 3 haverd além da precessin nm antre movimento chamado
nutag@o. Nao vamos entrar em detalhes agora. Apenas adiantemos que a
comnbinacio da precessio e nutagio pode acarretar um movimenio CONMO O
esquematizado na Figura 10.18, onde a linha continua representa o movimento
do extremo da haste (ponto O).

Um outro exemplo interessante corresponde ao movimento de um giroscé-
pio sem torque externc. Veja a Figura 10.19, onde o sistema € supost~ estar
em equilibrio. Consideremos que a haste AA’ seja perfeitamente articulada
no ponto @ (isto é, terha liberdade de movimento no entorno -este ponto)
com atrito desprezivel. Fazendo a roda girar, ndo haveérd precessao (pois nao
havendo torque externo o momento angular ndo varia). Se mudarmos este
dispositivo de posi¢do \segurando na haste OB) o sentido de I’ também nio
serd alterado pois nenlum torque seré introduzido no sistema.

Figura 10.17: Movimento de precessio do giroscdpio.

Dispositivos como estes s3o usados, por exem:plo, na aviagac para gue
o piloto tenha conhecimento da sua real posi¢io em relagio & Terra. Ele
também serviria para comprovar o movimento de rotag¢do ua Terra. Neste caso,
consideremos o giroscopin da Figura 13.19 colocad? no equador com L paralelo
4 superfice da Terra {posigao 1 na Figura 10.20). Conforme a Terra vai
girando, L continua apontando na mesma dire¢ac (parz um observador fora da
Terra), pois ndo estd havendo torque externo. Entretanto. para um obscrvador
girando com a Terra, o giroscdpio é visto inciinando-se para baixo (veja a
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Figura 10.18: Movimentos de precessio e nutacio.

SIS S

o

posigao 2 da mesma figura). Seis horas depais, o girosedpio estars apontando
verticalmente para baixo, em relacio a um observador na Terra({posigao 3).

Figura 10.19: Movimento do giroscdpio sem torque externo.

a

Al'— T

M

Foucault usou este mesmo principio, embora com um dispositivo diferente.
pora provar a rotagao da Terra. Ele considerou a variagao do plano de um
péndulo simples. Vocé pode eaplicar, em linhas gerais, como Foucault coneluiu
que a Tirra estava realmente girando? (Veja final da Secao 7.4)

Q que vimos até agora nesta se¢Zo foram alguns aspectos particulares do
movimento do giroscdpie, essencialmente concentrados no movimento de pre-
c.essan'. Nas se¢oes seguintes, discutiremos este assunto um pouco mais crite-
Tosamente. Para tal, precisaremos de alguns conhecimentos preliminares.
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Figura 10.20: Giroscépio sem torque externo sobre a superficie da Terra.

g

| \
‘ \
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10.5 Tensor de inércia

Na Secéo 1 mostramos que a componente do momento angular de um corpo
rigido ao longo do eixo de rotagdo é dada por [u. Falamos, também, que
quando [ e & séo paralelos o eixo ¢ dito principal, e que qualquer corpo rigido
possui o ninime (rés eixss principais. Voamss, agora, trater closte ageuntn
comn um pouco mais de detalhes. Seja novamente o movimento do corpo rigido
descrito pela Figura 10.3. O momento angular do corpo rigido em relagao ao

ponto O € dado por
L= mgia x ¥, (1097)
Como, pela relagao (7.28),

T = 01X Ty s (10.28)

chtemos
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Vamos escolher um certo sistema de eixos e expressar a relagio (10.29) em
sermes das componentes Jos votores ao longo desses eixus. Assim,

— 2 2
Ly =y § ma(ra - za) — Wy E MaLala — W Z MaLaZg

a a a
Ly=—-ws Z MaYals + Wy Zma (Tc% - yf) Wz Zmayuza - {10.30)
@ a 1

. Ly=—w, E MaZeTe — Wy é MaZa¥a + Vs Z riig(v2 — 22) .
.a q

a

Pocemos escrever estas rela¢tes matricialmente como

Ly Ips Isf:y Iz \ iz
Ly | =11, Ly, I. V]« 1, (10.31)
Lz Iz Izy I:: } Wz [

ou, simplesmente,
L=Tuw, (10.32)

onde L, I e w sao as matrizes especificadas na relagio (10.31). A matriz [ é
chamada de maetriz de inércia. Os seus elementos

Tpw = Z'ma (r2—22) = Zma (y2 +z2),

Iy = Zma (rz —yz) = Zmu (zﬁ +z§) ;
a s}

Iz = Zma (7}21 *Zg_) = Zma (Ig + yﬁ) :

(10.33)

880 os conhecidos momenios de inéreia em relagio aos eixos x. y e z, respec-

tivamente. Os demals elementos

Ly; =1y =— Z MalaZa (10.34)
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sao chamados de produtes de inéreio. e uma maneira geral, os nove elementos
da matriz I, que podcmos compactamente escrever

Emu &;j — zfxl] (10.35)

2

{onde substituimos £ =13, y =x2 € 2= z3) constituem os nove elementos da
mairiz 1 foram um tenser, o chamado fensor de inéreia. Vamos mostrer isto.
Seja a relagio (10.32). Relativamente a um sistema x', o e ', deveremos ter

=TI {10.36)
Como L e & sao vetores', podemos escrever
=AL e o'=Aw, {10.37)

onde A é a matriz de rotacio que passa os vetores do sistema (r,y.z) para
(z',4/,2"). Substituindo (10.37) em {10.36), encontramos

AL=TAuw. (10.38)
Multiplicando & esquerda por A, vem

L=A"TAw= AT Au, (10.39)

onda na Mltima passagem, usamos a condicdo de ortogonalidade da matriz A

Como observamos, comparando {10.32 e (10.39), a transformacéo para I deve
ser

I=AFA = I'=ATA. _ +(10.40)

Em termos de elementos de matriz, temos

3 3 . .
=" Apludy = > AwAnly, (10.41)
' k=1 k=1

o que n-ostra, realmente, qre o conjunto de elementos da matriz de inéreia
forma nm tensor, o chamado tensor de inéicia (veja Apéndice B).

A titulo de ilustragio, mostremos uma outra maneira de obter a expressao
da energia cinética. Diretamente, temos

'Na verdade, séo pseudovetores, Eniretanto, nas rotagdes nao existem diferengas entre
vetores e pseudovetores (veremos detalhes no Capitulo 13},
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T = Z uma'v = T —ma (w X 7',,, Fa\ {10.4%)

Usando a conhecida identidade vetorial (i x b)-(€x d) = (3-2)(b-d) — (3-d)(b-&)
(veja Apéndice B}, temos

' 1
‘ _ - 2,2 (e 2]
- T= 5 gma Wiy — (3 -r)° ] (10.43)

Seja 1 o unitédrio ac longo do eixe de rotacas {5 = wi). Assim,
127 1,0
=3 Zma ré— (f 7 jw EIUJ \ (10.44)
onde

I= Zmu [TE — (4 -Fa)g] (10.4}5)

é 0 momento de inéreia em relagdo ao eixo de rotagio. E importante atentar
que a relagio é valida para qualquer eixo e néc apenas para os eixos principais,
coma ja tinhamos visto na Seqdo 1.

Podemos escrever também T através do tensor de indreia. Partindo de
{1043}, temos

!
— 2.2 — = 3D
T - rjzma[wﬂ—(w-ra)]
“sz" fostw; 7 — Wi T I
o= b 2 .
T _Q'Z“J‘“‘J > ma {rd 8 — Tai 705
ij a ‘
1
= §ngjw{wj
i

@ Tw. (10.46)

|
B
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10.6 Matrizes de rotacio e dngulos de Euler

otorrro eI c'mﬂloe de rnfm«"\r\ em forno de um dos
\.JUj.ibJ.uL,.i.cxuua t“ saiCilGatioiivs o

eixos coordenados, Sejaa rotagio de um anguio ¢, no sentido anti-horério, em
torno do eixo z. A Figura 10.21 mostra a situagio descrita, onde V. e V s80
componentes de urn vetor V nos eixos = e y. Escrevamos vV, + V em termos
dos nnitérios ¥ e j’ , caracteristicos dos eixos z' e 7/, respectivamente,

(
Vot Vy = Vicosgi — Vyseng i + Vysengi + V,cos¢
= {Vicos¢+Vysen $) ¥ + (Vycos ¢ — Vzsen $) 7. (1047)
Portanto,

. | V! =V.cos¢ + V,sené,

(10.48)
Vy=—Vesend + Vycos .

! : ste s : icialmente
Acrescentando que V! = V, | podemos escrever este sistema matriciali

como
v cos¢p  seng 0 Ve
V), | =] —sen¢ cos¢ O Vv, |- (10.49)
V! 0 0 1 v,

Figura 10.21: Rotagdo dos eixos x e y em torno do eixo z.

¥

ar?
4

> X

Assim, a matriz .1 que produz uma rotagao ¢ no sentido anti-hordrio, em torno
do eixo z, é dada por :
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tos¢  sensh §
A= —sendp erzg 0 (103 50)
o o 1/

Nao ¢ dificil perceber como seria a forma das matrizes caso as rotagées fos-
sem em torno dos eixos = e y. Supondo rotagdes ¢ anti-hordrias, teriamos,
respectivamente,

1 0 0 f cosp 0 seng
0 cos¢  send ( 0 10 . (10.51)
0 —seno cosd _—sen¢ 0 cos¢

Um sistema de eixos pode ser colocado na forma mais geral possivel através
de trés rntagdes sucessivas em torno de eixos particulares. Um exemplo de
tais rotagoes est4 especificado na Figura 10.22 {todas as rotagoes sdo antiho-
ririas). Como podemos ver, primeiro é feita uma rotacio ¢ em torno do eixo
z, passando para o sistema (&, 7, ); Depols, uma rotacio € em torno do eixo
£, passando para o sistema (¢,7/,¢’); Finalmente, uma rotagio 3 em torno
do eixo {’, passando para o sistema (2',%/,2"). Os dngulos @, § ¢ ¥ sdo os
chamados dngulos de Euler. Denotaremos por A(¢), B(6) e C(¢) as matrizes
que produzem estas rotacoes.

Esquematicamente, temos

A{é) B(6) Cle)
(Iay: z) - (f ?LC) — (§f7 Tl") CI) — (:':f: y’:z,) .
(= ¢ 4=

Figura 10.22: Rotacdo geral dos eixos coordenados,
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Observando {10.80) e {10.51), diretamente escrevemos us matrizes A(g), B(6)
e C(v)

cos¢ sen¢g 0 ‘.-{
—seng cos¢ O
0 0 1

J-s
&
I

L0 0
B(®) = 0 cosf  s=end
0 —senf cosf

costh  seny 0 -
Cly) = —sent cosy O . {10.52)
0 0 1 ;

A matriz geral de rotagao. que chamaremos de R, é dada por

R=CBA,

ou. explicitamente,

—senticoso —cosfsen ocosY  —senusen o + cosf cosgeosy  cosysend
Sen ¢ Sen & —senf cos S cosf

( cos 17 cos ¢ — cos Hsen @ sen ¢ cos i send -+ cosfcosgsen  senysend )
(10.53)

Vejamos um exemplo onde aplicaremeos matrizes do rotagio para procurar os *

eixos principais de inércia. Neste ponto, a relagiao (10.40) desempenha um
papel fundamental. pois podemos procurar uma transformacao do sisteina de
eixos, dada por A. tal que I’ seja diagonal. Teremos, assim, identificado os
~ixos principais wo corpo rigido. _

Seja um corpo rigido formado por duas placas retangulares e homogéneas,
conforme mostra a Figura 10.23, onde cada placa possui massa A{. Primei-
ramente, calculemos os momentcs de inércia € produtos de inéreia em relagac
ens eixos indicados. Usando as relagdes (10.33) e (10.34), obtemos
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Isz"a‘r%"aa‘ 2.4
zr AT Ty Yo aLary = — e,
2, /, 3

M a ple 8
Iw=2--2?£/0 :r?d:r:dy=§Ma2,

Mojere o 2
Izz=2'é§j / (z° + y°) dudy = 3 Afa”,
L¢] Q

Mool
ol =02, — _arg2?
wy 2:12/0 /G oy dzdy Ma”,

L.,=1,=0. (10.54)

A matriz de irércia é, entao, dada por

1

I=Md

2
3
-1
0

0
0. (10.55)
3

0 waloa !

Como vemos, 0s eixos = e y da Figura 10.23 nao sao principzis (o eixo z ).
Vamos procurar os eixos principais deste corpo rigido. Para este novo sistema
de eixos, a mairiz de inércia deverd ser diagonal. Usando as relacdes (10.40)
(10.50) e (10.55), encontramos

E. 0 0
6 I, O
0 o I,

\ cosd seng 0 [ 2 -1 0 wso —zeno 0
Ma —sens  cosg 0} k -1 5 0 seno  .oso 0
0 0

0 0 1 3 0 ¢ 1
2 .2 8 a2 y . '
. 008"k 3sen” ¢ — sen2¢ sen 29 — cos 26 0
= Ma sen 2¢ — cos52¢ %sen2 o+ % cos? ¢ fsenZe 0 (1036}
0 t 3

Para que a matriz em (10.56) seja diagunal, deveremos ter,

sen¢ =cos2¢ = ¢=22F°, (10.57)

Usarido este resultado, temos que os momentos principais de inércia sic dados
por
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Figura 10.23: Corpo rigide formado por duas placas.

Ty

|

A
|

2a
I, = 0,252Mad*,
2
[;y = 3,08Ma",
I, = 3Mad%. (10.58)

Os eixos principais de inércia estao mostrados na Figura 10.24. A rotagao em

qualquer um destes novos eixos dard Led paralelos.
cmo nic feeso hidimencions! ceria melhor fazar a diagonalizacao

~11
2C O j_.u.uu.u.b;uu adeans o

pela resolucdo da equagdo de autovalores (15’50 serd tratado no Capitulo 13).

Figura 10.24; Eixos principais de inércia. =
y
x!
/
z!
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10.7 Estude mais aprofundado do mcvimento do girescépio

Na Segiio 4, vimos aspectos gerais do movimento do giroscépio, essencialmente
cOTCEntIados No IMOVIMENto ¢e precessao. Na presente segdo, discutiremos
este assunto um pouco mais criteriosamente. Iniciaremos pela obtencio das
chamadas equacdes de Buler do movimento do corpo rigido.

Seja entao um corpo rigido movendo-se em torno de um ponto fixol. A
dindmica do movimento é dada pela equacio {10.4}. Consideremos as com-
ponentes do momento angular em relagdo a um sistemna de eixos principais
passando pelo ponto fixo. Podemos escrever entdo

L=Ld. + I3, + [0, (10.59)

onde estamos chamando de I], I} e I os momentos de inéreia em relacio
aos eixos z', ¥ e 2/, respectivamente. Usando a relaio {10.4), diretamente
obtemos

did, i didyr L di,
dt ' tdt Tt
Acho bom chamar atengio para uin detalhe. Estamos usando acima um sis-
tema de eixos nao fixos. Em relagio a este sistema de eixos, que é principal,
os momentos de inéreia I7, I3 e I§ sio constantes (o que ndo aconteceria ne-
cessariamente se o sistema fosse fixo). Entretanto, referir o problema a este
sistema de eixos nao significa que estamos trabalhando num referencial nio
inercial (se estivéssemos, o corpo rigido estaria em repouso, & = 0). O que
estamos fazendo é, simplesmente, tomando as componentes de & em relacio
a este sistema de eixos (onde os unitdrios nio sdo obviamente constantes). O

torque externo é o mesmo (F= 7Fx Fe & = i B pois 7' = 7
Asgim, como os unitdrios em x', ¥’ e 2’ ndo sdo consiantes. temos

F=1

(10.60)

Ay duge déy
= )
” — €y + Wy = (10.61)
Lembra.ndo da relacao (7.28). podemos escrever
did
d; = @t €pt + Wyt &K Epr . (10.62)

*Nao trataremos do cas0 de movimento geral do zorpe rigido orde um deslocamento. por
mais geral que seja, pode sempre ser comnasty, de 1ma rotagho mais uma transiacio {teorema
de Chasles). No caso do movimento do corpe rigido com um ponto fixo, um deslocamento
geral pode sempre ser visio como.uma rolagio (teorema de Fuler), Provaremos este teorema
no Capitulo 13.
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S o e = e o
Relaches andlozas sio obtidas para diy /di e doy /dt. Substituindo estes
sultados em (10.00}, vem

F = I eyt + Ty by + Thirply + @ x L. (10.63)

Escrevendo em componentes (a0 longo dos eixos principais), temos

Tpt &= _t'i L,:J:!.J + (Ié - Ilrz) wzrwy: .
Ty = Iéu}‘yf + (Ii - Ié) Woyprdyr
Tar = Ty + (I) — 1) wypear . (10.64)

Estas sao as chamadas equagdes de Euler do movimento do corpo rigido (coin
um ponto fixo). Vamos fazer uma aplicagio destas eq?ago‘?s‘(oa{ras se?ao
deixadas como exercicios}. Seja o movimento de um giroscoplo sem :;orqufe
externo. Consideremos 2’ o seu eixo de simetria. Conseqlientemente, I} = I5.
Com estes dados, as equacdes de Euler ficam

Ii ";"I' = (Ii — Ié) wy.-wz.v 3
I; dJyr = (I; — I{;) Wil
Loy =0. (10.65)

P

A tltuna das equagtes (10.55) dd-uos yue

w, = constante . (10.66}

Combinando a primeira Eq. {10.65) com {10.66), obtemos

B = (I} = I§) doyre - (10.67)

Usando a segunda das equagdes {10.65) na relagao acima, vem

L-1
1

2
Gge 4 ( u.rz:) war =0, (10.68)
cuja solugiio ¢ (a menos de uma fase iniciai)

wye = Asen (), {10.69)

onde A é w,r mavimo e
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‘e
I -

3
rf

a

1 =

W, (16.70
Substituindo (10.69) na primeira relagio {10.65), similarmente obtemos

wyr = A cos {t). '(10.71)

E a partir das relagoes (10.06), (10.6y) e (10.71) vemos que w é constante. De
fato, :

a3

Wmot=ulbeg ol = A4l (10.72)

E f4cil entdo concluir que o movimento do corpo é tal que o precessa em torno
do eixo de simatria 2’ com velocidade angular €. como mostra a Figura 10.25.
As constantes A (amplitude de precessio) e w,, podem ser expressas em termos
da energia cinética e momento angular (médulo), também constantes. Isto fica
como um exercicio.

A nossa Terra, achatada nos pdlos e simetricamente dilatada no equador,
forma um grande giroseépio. Como os torques externos que atuam sobre ela
sao tao fracos que podemos despreza-los (numa. primeira aproximacac}, temos
que o estudo que acabamos de fazer pode ser aplicado ao seu movimento, isto
é. ela deve possuir um certo movimento de precessao em torno de seu eixo de
simetria. Vejamos isto quantitativamente. Tem-se para a Terra que

(L — 1y Wyt
=-0,0033 ‘= Q=_—2= _
T J, = 00 (10.73)

onde w,/ ¢ aproximadamente igual ao w da Terra, ou seja, 1 ciclo por dia As-
sim, pela relagio (10.73), o perfodo de precessio deve ser de aproximadameate
300 dias.

Realmente, este movimento tem sido observado, sé que com um perfodo
de 427 dias. A diferenga para o resultado que calculamos se deve, princi-
palmente. ao fato de a Terra nao ser rigorosamente um corpo rigido. Este
movimeilto nao acarreta variagoes climdticas perceptiveis em virtude de sua
Pequena amplitude, que & cerea de 10 m. J

A titulo de informagao, adiantemos que a Terra possui outros riovimen-
tos. Um dos mais importantes (além, é claro, da rotagao e translagic) é a
chamada precessdo dos equindcios. A linha dos equindcios corresponde & in-
tersecdo do plane equatorial com o plano da érbita terrestre em torno do Sol.
O &ngulo entre estes dois planos é de 23°27. O movimento de precessao da
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Figura 10.25: Precessio em tornc do eixe 2/,

linha dos equindcios traz, como & ficil perceber, mudancas climdticas de gran-
des conseqiiéneias para a Terra. Basta dizer que apés meio perfodo teriamos
uma inversao das estagdes do ano. Imagine fazendo frio durente os meses
de janeiro e fevereio no hemisfério sul e calor no hemisfério norte. E claro
que outros problemas ocorreriam, como o derretimento da calota polar etc.
Felizmente, o periodo deste movimento é relativamente grande, da ordem de
28.000 anos! Ele se deve a um pequeno torque exercido pelo Sol e pela Lua
sobre a Terra. Adiantemos, também, que a Terra, devido a este torque (isto
ficard mais claro no exempio que discutiremos a seguir), experimenta ainda
um pequeno movimento de nutagao com uma amplitude de 9,27 e com um
poricdo de 10 anas

Nao é muito simples o estudo destes movimentos para a Terra. Vamos
finalizar esta secao discutindo um exemplo que contém, de certa forma, todos
esses ingredientes e que servird, também, paia mostrar o grau de complexidade
do movimento do corpo rigide. Vamos comecar a estndar o movimento do
pido (veja Figura 10.26). Um estudo mais aprofundado do movimento do piao
serd visto no Capftulo 13. As quantidades &, § e 3 s8o os 8ngulos de Euler,
discutidas na segdo anterior. O angulo ¢ mede o movimento de precessio, ¢

o de nutacdo e ¥ o de rotacao em torno do eixo de simetria (movimento de’

spin). Os eixos z', y' e 2’ sdo eixos principais.
Vamos primeiramente escrever wyr, wyr € w,r (componentes do vetor veloci-

dade angular & ao longo dos eixos principais z’, i e z) em termos dos Sngulos
de Euler. Comecemos escrevendo & como

ande
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ws = &.
W = 9.3
wy = Y. (10.75)

Observames yue @y ¢ 1m vetor ao longo do eixo z = ¢ (veja Figura 10.22).

- Para pass~Imos ao oistema z', ', 2’ temos de fazer duas rotagoes, dadas pelas

matrizes B e (' das (10.52), na ordem CB, isto é,

Figura 10.26: Movimento do pio.

cosyp seny 0 /1 0 0 NN /0 senfsen o
—senty cosyp 0 0 cosfl send 0 | =| senfcosvpo
1] 0 1 0 —senf cosf 46 cosd o
(10.76)

Vemos também que oy é um vetor ac longo do eixo £ = £'. Para passarmos
ao sistema ¥, 1, ' basta fazer uma rotacao dada por ¢,

/ cosy seny 0 6 cos vy @
~seny cosyp 0 0| ={ —senypd | . (10.77)
) 0 o t/\o 0

O vetor iy j& estd no sistema 2/, 3/, 2. Entdo,
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to e = g Yo D) + (wp o = b sen Bsen v + 8 cos
wy = (Wely + (.A)g)yl + (wy )y = @psend cosyh — §senv
Lyl = (w¢)z: + (wplst + (wy)r = Pcos8+ . {;10.78)

Poderiamos agora escrever s equacoes de Suler para o sistema. Obteriamos
tré. equaches diferencials néc lineares de segunda ordem, envolvendo os an-
gulos de Eui~t. E facil perceler que estas solugdes seriam de dificil solugéo.
Vamos optar em partir das constantcs do movimenio. A energia total &€ uma
delas

E = % Iw+Mglcos€—% w-i—MglcosG
Z
1
= 51‘{ (wimei,)+§Ing;+Mglcosﬁ?. (10.79)

Chamemos novamente a atencdo para o que ja dissemos no inicio da secao.
No primeiro termo acima para a energia cinética, QI:JL.LJ a matriz de inércia €
varidvel. Por isso, passamos para $0'I'w’, onde a matriz de inércia é dada em
termos de constantes. Entretanto, referir o problema a este sistema de eixos
nao significa que estamos trabalhando num referencial néo inercial. Estamos,
e,zmplesmente tomando as componentes de o em relagﬁ,o a este novo sistema

o mesmo.
Substituindo (10.78) em (10.79), obteremos a expressdo da energia total
em termos dos Angulos de Euler -

1 . . . .
E = 5 I (8% + ¢ sen®0) + % Iy +¢cos(5')2+Mg£cos€. (10.80}

O torque é sempre perpeadicular sos eixos z e 2. Logo, as componentes do
mormrento angular ao longo destes eixos sdo constantes. Comecemos escre-
vende L,

Ly =By =15 (% + ¢ cosh). (10.81)

Para obter L, partimos de L escrito em termos das componentes ao longo dos
eixos &', 3, 2’ e fazemos rotaces sucessivas até voltar ao sistema z, y, z. ou
melhor, ao sistema £, %, ¢, pois z = { (veja Figura 10.22)
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/Lg\ /1 0 0 \ /cosv —senw 0N / Tfwa N
k Ly } = k 0 cosf —send seny cosy 0 Dwy |
L¢ 0 send cosf@ 0 0 1 Iyw,
(10.82)

Nao vamos fazer toda a multiplicacdo matricial acima. Interessa-nos’ apenas
obter L; (que ¢ igual a 7,)

© Ly =senfsenv I} w4 send cos P ljwy +cosO e (10.83)

Substituindo ( 10.78) na rela¢do acima, vem

L. = (I{sen 9 + 13 cos? 9)(5-}—1‘«’5 cnsé’ib {10.84)

As constantes do movimento sdo dadas, portanto, pelas relagoeb (10.80), (10.81)
e (10.84). E facil ver que a solugao do problema fica a menes do cédleulo de
‘trés integrais. Eliminando + entre (10. 81) e {10.84}, obtemos

(Ii sen’d + I& cos? 9)¢+ cosﬁ(LZf -I cosél(j) =I.
= I]sen’8d+ L, cosd =L,
L,—- L, cosd
T {10.35)

£] Cvas v

fwo:

Substituindo sste resultado em (10.80), vemn

b1, b, (L~ Lycos)?
E —'2‘119 +§.IJSGD 6W+_‘[91C059

= 20 E'sen’ 0 = I sen® 062 + (L. — L. cos8)® + 2 F, Mgl sen? § cos 8

= Sen2992 = Sen29(2_E"._ 2‘;‘{9!@59) _ (Lz_L;fCOSQ)j

T 72 (10.86)
onde a constante £’ foi definida como
j o f 2 EII 2
2 3w:f . (1087)

Fazendo a mesma substituingdo em (10.81), vem
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Lz bt szCOSB

L, —TadaTenenl2 =
#oTar o I{sen*@
. Ly L,—L,cos8
— T 10.88
= 7 cos® T sen?d { )
Delinindo
¢
2F 2M gl :
Moo, BE=p L=t Le=el, (108
1 1 _ ‘
obtemos para as relagdes (10.85), (10.86) e (10.88) que
. b— é
é = “_g"s , (10.90)
sen?d
. Ia cosf
P o= —E — (b~ acos8) ey E (10.91)
sen?86% = {or — Beos 6} sen’ § — (b —acos 9)2 . (10.92)
Esta dltima relacao fornece
o) sen & dd

—

C:jao %

[(a — Beos B)send — (b — acos G)le

Resolvendo a integral acima (que naoc é simples, pois trata-se de uma integral
eliptica), obteremos 47t), Substituindo este resultado em (10.90) e (10.91),
obteremos integrais para o calculo de $(t) e ¥(t).

Como disse, resolver a integral (10.93) nao é algo simples. Vamos optar por
analisar o problema através das curvas de potencial. Para tal, substituames
cos 8 = u na relagao (10.92).

i = (1= (a - Bu) - (b—aw)’. (10.94)

Seja a funcao

fu) = (1 - {o— Bu) — (b—au)”. (10.95)

Vamos esbogar um grafico desta fungdo. Particularmente, temos que
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u— oo = f(u) — Fo0(F>0)
u=+1 = f(u)z—(b:l:afgo.

Entae, uma possibilidade para o grifico de f{u) versus u estd mostrado na
Figura 10.27. Outras possibilidades estic especificadas na Figs. X.28-30.

- Figura 10.27: 3 raizes reais e distintas,

L ?f (4)

Figura 10.28: Trés raizes reais sendo duas iguais.

Tf )

Consideremos o caso da Figura 10.27. Como u = cos#, o movinento s é
possivel para valores de u compreencidos entre +1. Como também %% = 0, o
movimento ficard restrito entre uj e us {#; = arccosuy ¢ Fy = arccosus). Tsto
faz-nos concluir aue ¢ elvo de simetri. 2° possui um movimento de vai-e-vem
em relagac ao eixo vertizsl z, que é a\nuta(;éc.

O moviment» de precessao é dado por (10.90) H4 tés situagdes possiveis:

(i) b > acos @ para tedos os valores de § compreendidos entre 8) e 6. Neste
caso, ¢ > 0 sempre e haverd um movimento do tipo mostrado na Figura 10.31.
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Figura 10.29: Ulmz -3iz real e duas complexas

4, ()

Figura 10.30: Outra possibilidade com trés raizes reais e distintas.

$f )

N\ - A

b

A linha sinuosa da figura representa a intersegdo entre o eixo do piac e uma
esfera de centro no ponto fixo. Esta linha é chamada de locus.

O resultado que acabamos de obter continua vélido também para b <
acosf. S6 que neste caso a precessao seria em sentido contrdrio. Vemos
também que § =0em 6 =8 ¢ d =0, {isto ocorre também nas mtuagoes
abaixo) :

(i1)- Pode acontecer de b > acosfy e b < acosf) (ou vice-versa — veja o
que foi dito no dltimo pardgrafo do item anterior). Neste caso, ¢ é positivo
para certos valores de @ e negative para outros. O locus para estas condigoes
¢std especificado na Figura 10.32.

(11} Se b = ucos U3, teremos no ponto superior ¢ = 0. O locus do movi-
mento € entao dado pela Figura 10.33.

As Figs 10.29 e 10.30 n3o correspondem a nenhum movimento. Por que?
0 caso da Figura 10.28 (hem como vutros) serao propostos como exercicios.
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Fignra 10.31: Movimento de precessic e nutaciu - 1° caso.

* Figura 10.32: Movimento de precessio e nutacdc - 27 caso.

» Exercicios

b

* L, .
10.1*, Calcule 0 momento de inércia de uma haste de comprimento | e massa

M em relagdo a um eixo perpendicular 3 haste e passando pelo seu centro. Calcule

também o momento de inércia da haste em relacio a um eixo perpendicular 3 haste
& passando pela extremidade.
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Figura 10.33: Movimento de precessdo e nutacio- 37 caso.

10.2*%. Mostre que I = Igpr+ Ma?, onde Ioas € © momento de inércia de um
corpo de massa A em reiagdo a um eixo passando pelo centro de massa. [ é o
momento de inércia em relagdo a um eixo paralelo ao primeiro e distando deste
de a. Lste resultado é conhecido como teorema dos eizos paralelos ou teorema
de Steiner. Verifique a aplicagdo deste teorema no caso do exercicio anterior. .

10.3. Mostre os valores dos momentos de inércia dos corpos da Figura 10. 34

X | s S, H
TOUOs e 1asse N, & fe1afas a05 Sixes indicados,

10.4*. Uma esfera de raio R é suspensa por um fic a partir de um ponto
fixo, tal que a distincia do centro da esfera 20 ponto de suspensio vale I. Ache o
perfodo do pérduio para pequenas oscilacBes. Mostre que para R < I o resuftado
encontrado tende ao conhecido caso do péndulo simples.

10.5. Seja um corpo plano de espessura despreivel (veja Figura 10.35). O eixo
z é um eixo perpendicular ao plano. Os eixos z e y estio neste planc e sjo
perpendiculares entre si). Mostre que f,. = I, + I,,,. Este resultado é conhecido
como teorema dos eizos perpendiculares.

10.6. Imagin2 um cilindro mzcigo I'gado a uma mo'a horizontal de massa nila.
O zilindro pode rolar sem deslizamento scbre a superficie (veja Figura 10.36). A
constante eldstica da mola é &£ = 3.Vm~!. Desloca-se ¢ cilindre até a posicio
em que a mola se alonga de 0,257: e sulta-se-0 em seguida. '

a) Calcular as enegias cinéticas de rotac3o e translagio do cilindro quando ele
passa pela posicio de equilibrio.

CAPITULO 10, CORPO RIGIDO - PARTE | 225

Figura 16.24: Exercicin 3.

H
ANEL DB
“ RAIOR
1=MR*
z
Q'/

DISCODLE
RAIOR

. x L= U2MRG

LoE 14 MRF

CILINDRO DE
RAIOR
EALTURA S

L=12 MR?
L= 34 M(R3+13 /%)

ESFERA DL
RAIO R
/ 1 =2/5MR?

s Rt B PARALELEPIPEGO

o I =1/12M (a?+ 4%)

b} Mostrar que, nessas condigbes, © CM do cilindro executa um movimento
harménico simples cujo periode é dado por 2m/3m/2k.

10.7. Uma barra uniforme de comprimento ! e massa m pode girar liviemente
em torro de um eixo horizontal que passa pelo ponte A, situgdo a uma distincia
b de seu CM (veja Figura 10.37). Deslocando-se a barra de um pequeno Sngulo

b, relativo 3 posicdo de equilibrio (0 = 0) e abandonando-o nesta posicio na
instante ¢t = 0, pede-se:
a) a equacio diferencial do movimento da barra;
b) a solugdo é(t) desta equagiio que satisfaca s condigdes iniciais do problema:



226 CAP{ITULO 10. CORPO RIGIDO - PARTE |

Figura 15.35: Exercicio 5.

Figura 10.36: Exercicio 6.

¢) o periodo de oscilagio da barra.

Figura 10.37: Exercicio 7.

10.8. Um ane' de raio R é suspenso como mostra a Figura 10.38. Caleular o
perfodo para pequenas oscilagdes.

10.9. O sistema representado no primeiro exemplo da Figura 10.39 estd inici-
zImente girando com velocidade anglar aj,. Num certo instante, a barr;? se parte
espontaneamente (sem acdo de nenhum agente externo), passando a girar como
indica o segundo exemplo (dados: a = 10m, w, = 1,0rad/s e m = 1,0kg).
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Figura 10.38: Exercicic 8.

.\

2) Quais os valores de w e ¢7?
b) A energia mecinica se conserva? Explique.

10.10*. Uma barra de comprimento I e massa M pode girar livremente em
torno de um pino {colocade em A), num plano vertical. Um projetil de massa m
e velocidade ¥ atinge 2 barra, como mostra a Figura 10.40, ficando alojado nela,

a) Calcule a velocidade angular de rotacio da barra imediatamente apds a
colis3o.

b} Que relac3o deve existir entre g e | para gue nic haja uma forca extra do
pino sobre a barra no instante dz colisio?

c) Qual é a quantidade de energia transformada em calor durante o processo?

10.11%. Uma barra homogénea e estreita de massa m e comprimento | &
mantida werticalmante com wma das extremidades apoizdas no chic (veje T
gura 10.41). Ela € entdo deixada cair. Supondo que a extremidade apoiada no

chdo ndo desliza, determine a velocidade da outra exiremidade quando toca o
chio.

11.12*. Para deslocar um tambor de massa M e rdic R sdo usados dois dis-
positivos, como mostra a Figura 10.42. No primeiro caso, a forca ¢ aplicada no
eixo de rotagdo do tambor. No segundo, uma corda é enrolada sobre ele e puxada
tangencialmente, Desejando-se deslocar o tambor coia uma aceleracio @, sem
deslizamento, calcule a forca em cada caso. Calcule também a forca de atrito
entre o tambor e o solo em cada caso (elas n3o foram especificadas na figura).

10.13*. Um disco de raio R ¢ massa M ests errolado num fio e disposto como
na Figura 10.43. Calcule a aceleragdo com que o centro de massa do sistema desze.

10.14. Um disco uniforme de raio R e massa 1f estd inicialmente em repouso
sobre uma superficie horizontal, sem atrito. A partir de um instante inicial t = Q,
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Figura 10.53: Exercicic 9.
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puxa-se o fio com uma forga horizontal e constante como indica a Figura 10.44:
Pede-se calcular Uops e Weoar para cada instante £ > 0.

10.15. Uma haste de comprimento [ estd sobre rma mesa horizontal, sem
atrito. Sua massa é M e pode mover-se liviemente. Um pequenc disco de massa m
move-se com uma velocidade ¥, rome indica a Figura 10.45, € colide efasticamente
com a haste. Quais sc as quantidades conzervadas [explique). Qual deve ser a
massa m para que o disco permaneca em repouso apds o choque?

10.16. O sistema da Figura 10.4€ representa dois cilindros que se movem me-
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Figura 10.40: Eve=ricio 1u.
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Figura 10.41: Exercicio 11.

A~

diante 2 a¢3n de vma forga F. Cada cilindio possui massa m e raio K. Em termos
destes dados, calcule: : '

a) a aceleracdo do sistema;

b) a for¢a de atrito em cada roda.

10.17. Calcule 2 forca de tensae indicada ma Figura 10.47. O sistema suporta
umz massa de 200 kg e o5 pesos das roldanas s3o despreziveis.

10.18%*, Seja uma corda de densidade linear de massa ‘. suspensa pelos ex-
tremos como mostra a Figura 10.48. Obtenha a equacio da curva descrita pela
corda.

10.19*, Um truque interessante que pode ser feito com uma bola de gude,
colocada sobre uma mesa horizontal, é pressiona-le com o dedo de maneira a
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Figura 10.42: Exercicio 12. Figura 10.44: Fxercicio 14.

-
E \
0 Figura 10.45: Exercicio 15.
0
3
&
Figura 10.43: Exercicio 13. - e
: N
. g N
4

Figura 10.46: Exercicio 16.

-
F

projeti-la para s frente e girando. Considere que a bola saia com velocidades #,
e &, {veja Figura 10.49). O coeficients de atrito estdtico entre a boia de gude
{raio R} ¢ a mesa é constanta, .
a) Que relagio precisamos ter entre v,, R € w, pera aue a bola deslize até
_ parar completamente?
b) idem para o caso de a bola des!zar, parar e depois voltar até atingir uma " 10.21. Cada uma das esferas da Figura 10.51 possui massa m e didmetro
velocidade constante final igual a %vo? . desprezivel perante a dimens3o b. Calcule os momentos e produtos de inércia

4

10.20. A barra de 9m da Figura 10.50 pussui uma massa de 600 kg. Caleule
. as forgas nos cabos Ty, Ty e T3, bem como o =sforco no ponto A.
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Figura 10.47: Txercicio17.

\

Figura 10.48: Exercicio 18.

ty

\ -

Figura 10.49: Exercicio 19.

para os eixos indicados. Calcu'e os momentos principais de inércia.

10.22. Uma hélice esta transladando em torno de um eixo vertical, num circo
de raio | e com uma velocidade angular §2, constante, como mostra a Figura 10.52.
A hélice também gira durante o movimento, com velocidade angular de médulo
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Figura 10.50; Exercicio 20,

vy
-

. . . .
constante. Calcule o torque exercido sobre o eixo da hélice {2/, 3 e 2’ s3o eixos

de simetria da hélice). \ J

10.23. Mostre que todo eixo que passa pelo centro de urr cubo é principal.

19.24. Seja. uma barra homogénea de comprimento !, massa Af e girando em
torno de um eixo vertical, como mostra a Figura 10.53. Mostre que o valor de ¢
para o qual a velocidade angular & é constante, é dado por cos @ = 3g/2lw? (2
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Figura 10.52; Exercicio 22.

y' e 2’ 530 eixos da simetria da barra - considere que 3 estd no plano da barra
com o eixo).

Figura 10.53; Exercicio 24.

NP
/N
/ i-a /

M

I3
1V,

10.25. Um disco uniforme de raio R e massa A é preso a uma haste que passa-
pelo centro do disco (veia Figura 10.54). A haste gira com velocidade angular
constanie e é inclinada de um &ngulo @ em relagdo & normal ao disco (eixo y'). Os
eixos =, y' e 2 s3o eixos de simetria do disco. Considere que 2’ é perpendicula: 2
haste e que z’ e 2’ pettencem ac plano do disco. Calzule o torque exercido soure
a haste. :

10.26. Calcular 0s momentos principais de inércia para os seguintes sistemas,
considerando o CM como referéncia:
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Figura 10.54: Exercicio 25.

lu

a) Trés massas pontuais, my, ms e mg, situadas nos vértices de um tridngulo
equilatero.

b} Quatro massas pontuais, ™y, M3, M3 e my, situadas nos vércices de um
tetraedro regular.

10.27. A barra da Figura 10,55 estd dobrada em dngulos retos e possui massa
M. : J
a) Calcule os momentos e produtos de inércia para os eixos indicados.

b} Calcule os momentos principais de inércia.
. i

Figura 10.55: Exercicio 27.

10.28. Faga um estudo do movimento do pido para as seguintes condigdes:
Em ¢ = 0 temos ¢ = 4,, § = ¢ = 0. Depois, estude sob que condicOes € possivel
ter om precess3o sem nutagdc, isto &, 0 = 6. Finalmente, faca um estudo do
caso oade inicialmente 8, = 0 e # = 0.



236 . CAPITULO 10. CORPO RIGIDO - PARTE |

10.29. Té&s massas pontuais e iguais est8o loczlizadas em (2.0.G), (0.a.2a) e
(0,2a,a). Ache os momentos de inércia principais constderando a origem como
referéncia,

10.30. Ache os momentos de inércia principais em torno do centro de massa de
um corpo rigido plano em forma de um tridngulo isésceles, possuindo densidade
uniforme.

10.31. Uma esfera de massa m e raio a rola, sem desllzar sobre uma esfera
maior de rajo R (veja Figura 10.56). Considere que a esfera menor tenha partido
da posi¢3o superior praticamente em repouso. Calcule o dngulo & onde esta esfera
perde o contacto com a esfera maior.

Figura 10.56: Exercicio 31.

capituto 11

Ciaiculo vartacional

O Célculo Variacional € um assunto da malor importancia para o que va-
inos desenvolver a partir do Capitulo 12. Neste capitulo, vamos estudar os
seus principios gerais e discutir os chamados Problemas Cldssicos do Cdleulo
Variacional, que motivaram o seu desenvolvimento.

Para iniciar, observemos a expressao

I= /mmF(y(:E),m) dz. (L)

1

Notamos que I nio depende da varidvel continua z, pois estamos integrando
em todo z e, apds a integracao, o r desaparece. Entretanto, I depende do tipo

de fungao y. Estd claro que [ terd wm valor caracteristico para cada tipo de
funesn o !

Por cxemplo, seja

P(y),z) = zy(), | (11.2)

e os limites de integracio z; = 1 ¢ m3 =2. Consideremos, inicialmente, que

y(z) = z°. Entdo,
2 4
I = dr = —
]1 zotdr = -

Se, por outro lado, y(z) = 3, 'teremos, !

2 5
I:/:c:r3d:n=x—
1 5

2:2‘4115

4 4 4’

)
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Como vemos, temos aqri uma dependéncia funcional diferente da que comu-
mente conheciamos. I é uma fungio de nma outra fuagio. ! € diw ser um
funcionel de y e geralmente se representa

I=1[y. {11.3)

Neste ponto, podemos ver o napel do C ilculo Variacional. Ele estd relacionado

aos funciorais, sssim con.o o cdlonio usual estd relacionado as fungdes.
4

11.1 Equacio de Euler-Lagrange

Consideremos a segui:ite questao: Para que funcio y(x), que passa pelos pon-
tos P} ¢ Py, teremos um I extremo (méximo cu minimo)? A Figura 11.1
esclarece o que estd sendo perguntado

Figura 11.1: Curvas ligando os pontos P, e Pa.

&

Por anslogia com o cileulo usual, é facil ver o caminho que deverer.os
seguir. Quando estamos interessados em determinar para que valor de r &
funcéo y(x) é um extremo, damos wmn acréscimo & veridvel x e procuramos
para qual z temos dy = 0, isto &,

dy = ylz + dz) - y(), (11.4)

onde dz é uma quantidade infinitesimal ¢, por estarmos considerande y(z}
contimua, dy tamhém é infinitesimal.

Expandindo y(z + dzx) em série de Taylor no entorno do ponto x e despre-
zando os infinitésimos de ordem superior, temos
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A
dy:y(z)uz% + O(dz?) — y{z) = d,—idm. (11.5)

Como dr # 0, temos que dy = 0 se dy/dr = 0. Vocg, naturalmente, deve
estar questionando por que esta maneira nao muito direta de corncluir que a
condigio de extremo de uma funcdo y(x) é dy/dr = 0. A finalidade é que
Seguiremos 0s Mesmos passos para o caso de funcionais. Nem sempre, como

" veremos a, a condigao de extremo para o caso dos funcionais assemelba-s~ &
‘zondicdo dy/dr = 0.

Para os funcionais, o conceito de acréscimo se torna diferente. No caso da
fungio y(z), passamos para o ponto x + dz e escrevemos y{z) neste ponto.
Depois, tomamos dy e vimos gual a condiggo para dy ser nulo. Agora, para
os funcionais, temos que o valor de I depende do tipe de eurva y(z). Entéo,
seguindo caminho semelhante, passaremos para a curva infinitamernte proxima
y + dy e procuraremos a variagao correspondente 51, A curva y(z) correspon-
derd a um extremo se ¢f = Q.

Vamos explicar a notagio que estamos usando para dy{z), se contrapondo
a dy{z). Realmente, dy(r) e dy(z) sdo quantidades fundamentalmente dife-
rentes. dy(z) corresponde, como sabemos, ac desiocamento do valor da fungdo
y(z) para o deslocamento da varidavel . No caso de dy,  continua o mesmo.
O que muda é a funcdo. A Figura 11.2 mostra, comparativamente, a diferenga
entre essas duas variagdes.

Figura 11.2: L)i‘rereﬁega entre dy e dy.

¥ (2) + By () ~

+

0 nosso problema em determinar o extremo de I é resolvido da seguinte
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maneira

rEZ rx )
8I = / F(y-%éy,:c)dxd\/ Fly,z)dz. (11.6)
. i
Obser~z a semelhanca com o desenvolvimento anterior. Expandindo F(y +
8y, z) no entorno de p, iemos, apés desprezar os infinitésimos de ordem supe-

ilor a 0y

‘ OF(y,x g
Fy+dy,z) = F(y,:r:)—!——é%—)Jy. (11.7)
Entan,
612] a—F:Jyda:. (11.8)
w Oy

A‘condi(;éio de extremo 81 = 0 immplica, portanto, que
T2

/ gc?yd:sz{). (11.9)
w OY

Na integracéo acima, §y(x), embora uma quantidade infinitesimal, € uma fun-
(&0 arbitraria de z. Assim, para que & integragio seja nula, para qualquer que
seja a fungdo infinitesimal 8y(x), ¢ preciso que

oo (11.10)

O que acabamos de ver foi a maneira de achar a condigéo'de extremo para / =
f;f Fdx ande F = F(y,z). A condigdo encontrada esta expressa na rc:l:agao
(11.10). Este foi umn caso bemn simples. Seja, agora, 0 caso em qie a'fgngao K
possui a seguinte dependéncia

F = Ply(=)./(),5), (11.11)

que é unia situagdo em que estaremos bastante interessados. Vemos que [ é

. . .
um funcional de y € ', ou seja,

I=I[y,y]. (11.12)

A condicéo de extremo para este caso é obtida através do que jd deseuvolvemos
anteriormente. Primeiro, temos que

*2 (QF eF ,)
= — =&y }dx. (11.13)
or [’!1 (63} dy+ By y | dx
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Para podermos extrair alguma conclusio da expressao acima, desenvolvamos
couvenienteinente o segundy terino da integral,

] BF xo 3F dy T aF d
— Sy dr = = 5 2 dr = -
] ayj v N ayI d d= [2:1 By’ dxayd?:
OF _ [ [®m _ d oF
= 0yl - Sy— — d«
oy L, P oy
2 4 agr
= - — ——dr. 14}
leﬁydzay,z (11.14)

Na segunda passagem, usamos gie os cperadores § e d/dx sao totalmente
independentes (lembre-se d= que § ¢ uma operagio onde T nao varia), isto é,

d d
o =4, (11.15)

Na iltima das passagens de (11.14), usamos o fato de que todas as funcoes
devem passar pelos pontos Py e Pp. Portanto, dy(z) = 0 tanto para z = =,
COMO para & = .

Substituindo (11.14) em (11.13), vem

2JF  d AF
J-'Il N Y L S /

De acordo com o raciocinio que ji usamos, tendo em conta que &{«) é uma
fungao arbitréria de x, temos que a condigio de extremo §7 = 0 acarreta que

aF  d OF
By dzdy 0. (11.17)

Esta equagao foi obtida por Euler em 1744. Ela é conhecida como Zguacédo de
Euler-Lagrange devido ser ela a base da formulagao de lagrangiana da Mecinica
Cléssica. que estudaremos no Capitulo seguinte.

A relagdo (11.17) representa a condigac de extremo para o funcional I,
onde F' = F(y,2/). Se esta condigao coiresponde a um mimmo ou méximo
ficard pateite pela natureza dos exemplos analisados.

A generalizagio imediata, agora, seria achar a cundigao de extremo para
F ="F(y.y',y",x). Faga isto como exercicio. Considere que, vara z = 7 ¢ =
= z9, 6y'(z) = 0, além de dylz) = 0.
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11.2 Os trés problemas cléssices do calculo variacional

Estes problemas sao.

19) Qual das curvas planas, ligando dois pontos, possui menor compri-
mento?

20} Dados dois pentes A e B, num plano vertical, que trajetéria devers se-
guir uma particula, considerando estar atuando apenas o campo gravitacional
(eonstante), para que o tempo gasto NO Percurso seja 0 menor pessivell?

3°) Dentre as curvas planas, qual a que gera & superficie de revolugdo de

menor drea’

11.2.1 Primeiro problema classico

Sejam A e B dois pontos quaisquer de um plano, por exemplo, xy. Quere-
mos saber qual das linhas que passando por esses deis poutos possul menor
comprimento.

Seja ds um elemento de linha genérico deste plano, isto &

{ds)ﬂ — (dI)Q + (dy)g = ds= \f 14+ (%\le. (1].18)

Portanto, o comprimento de wma certa curva passando pelos pontos 4 e B
serd

s
o N (11.19)

“Ab <
jIA
Comparando com 0 que vimos na segio anterior, podemos identificar a
quantidade

F=Ji+42. (11.20)

A condigao de extremo (que, no caso, sé pode ser minimo) é dada, como vimos,

pela Equacao de Culer-Lagrange, expressdo (11.17). No caso, (tial F/tialy) =

0. Entao, (tialF/tialy’) = constante. Assim, usando F' dado por (11.20},
encontramos

r

Y

V19I+y7?

Este problema foi formulado em 1896 por Johann Bernoulli e é chamado problema da
broquistéerona. A sua resalucio se constituiu na base e motivagdo para o desenvolvimente
do calculo variacienal.

= constalite . (11.21)
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Esta equacdo fornece diretamaiic que ¥’ = 4, onde & & uma consianie HET
neceasgriamente a mesma constsnute que aparoee em (11.21);. Assim, temos
que ¥ ¢ d=do genericameute por

y=ar+b, (1122)

onde: b & tambérn constante. Portanto, a linka procurada & uma reta.

E dlaro que este problema leveu-nos a um resultado por demais conhecido.
Intuitivamomte. pode parccer que os outros dois problemas dario resultados
sanelhantes, Isto €, equaghes de reta. Veremos que isto ndo acontecers.

LS

11.2.2 Problema da braquistécrona

Sejam A e B dois pontos quaisquer de um plano vertical. Por comodidade,
mas sem perda de generalidade, consideramos A ha origem (veja Figura 11.3).
Para um ponte qualquer da trajetdria, temos

_ds

v=— = att—é
== =—. (11.23)

Figura 11.3; Superficie ligando dois pontos na vertical.

Al
N "R
B
y v
O tempo para ir de A até B ¢ dado por
. B 4 ‘
tag = — (11.24)
A T

Considerando que

v=1/2gy e ds=+/(dz)+(dy)? =1 +vdzx,
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temos,

I

1 ~ R H R nd2
j 'Y dx. (11.25)
Vig Ja y
Para que t g seja um extremo (1o caso, ndo ha dividas de que este extremo

¢ um minimo), o integrando deve satisfazer & Equagao de Euler-Lagrange. IS
apenas uma questdo de trabalho algébrico nostrar que

tap =

¢
2y +y7 +1=0. {(11.20)

O nosso problema agora € resolver esta equagdo diferencial. Notamos que a
varidvel ¢ nao aparece explicitamente. Para resolver tais tipos de equagéo
diferencial, fazemos

dp dp
r_ - L AT 4
y=py) = y =p ¥ = Pa
Substituindo essas quantidades em {11.26), obiemos a seguinte equagao dife-
rencial de primeira ordem

dp 2
2 — 1=0 ]
ypdy-i—p +1=0, {11.27)
que é de facil resolugdo,

Ty In{p® + 1) = ~ (ay)

b
- ln[ay(p2+1)]:0 = a4+l =1= p= o - ia1e8)

onde a e b (b = 1/a) sio constantes.
O préximo passo & substituir p por dy/dz no resultado (11.28) e partir
para obter y(r). Fazendo esta substituigao, temos, R

y
dr = [—— dy. 11.29
* \/b_y Y ( )

O problema na integrigdo de (11.29) é o radical. vamos elimind-io fazendo,
primeiro, a substitui¢do ¥ = +* = dy = 2udu. Entio,

2
dr = 2wde (11.30)

B
C?_u?
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onde ¢ = b, Facamos, agora, u = ¢ sen & = V2 —u? = ccosf e du =
¢ cos 0 df. Substituindo estes resultados em (11.30), vem,

dz = 2c%sen?6 df = ¢’ (1 — cos 26) df

= m=c2(9—%sen29)+const.. / (11.31)

" Voltemos 37 varifveis niciais. E uma mera questao de trabalho algébrico

chegar a

~

i

x = ¢’ arcsen V: — Ve —1), (11.32)

onde a constante indicada em {11.31) é zero porgue estamos considerando a
curva passando pela origem. A equagdo dada per (11.32) é uma cicldide.

11.2.3 Terceiro problema cldssico

Veija a Figura 11.4. Sejam A e B dois pentos por onde podem passar varias
curvas. - Queremos saber qual dessas curvas corresponde uma superficie de
revolucao minima. A eurva geratriz fol considerada no plano xy e ¥ € 0 €1X0

de revolugao.

Figura 11.4: Geratriz de superficie de revolucdo minima.

¥

A

4 N
Pela rcvolugdo do elemento ds em torno an eixo y, temos que a drea d
superficie de revolugdo correspondente ¢ dada por

dA = 2nzds. (11.33)
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A aemna da va

Fsia expressio corresponrte a drea lateral de win tronco Ge tone 4o raic médio
= o aresta lateral ds. Vamos mostror gue o que ncabel de Jizer é realvnen_te
worande Seja un: fronco de cone de raios 7 e R e geratriz I. A retificagao
deste tronco esté4 mostrada na Figura 11.5.

i/

Figura 11.5: Retificaciio da drea lateral de um tronco de cone. |

2wR

Como a rea da esfera de raio I (A, = wL?) corresponde a um dngulo ¢
= 27, temos que a fatia da esfera subentendida pelo 4ngulo 8 é dada por Ap
= £20/2. Assim, temos que a 4rea lateral do cone & '

A= [LQ —(L- l)’] g : (11.34)

Pela Figura 11.5, também temos gue

2rR 2nr
L . 11.35)
b L L-1 = (
Combinando (11.34) e (11.35), obtemos
Ao BETy (11.36)

2

que é o resultado a que querfamos chegar, Voltemnos, agora, 4 relacao (11.33).

Como ds = +/dx? + dy?, temos
ff ] _
A= 271'[ /14 y2dr. (11.37)
A

Entao, a condicdo de extremo (no caso minimo), é obtids através da equacao
de Euler-Lagrange usando a fungio F=z+/1+3y2. O resultado é
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ny Y

1 y :n‘! '1.138}
v1+y

onde a € uina constante, vinda do fato de 8F/dy = 0 = 9F/8y’ = const. = a.
A equagio (11.38) permite escrever ’

dy = — : 11.35
e (1235}

-A eliminagao do radical desta expressao pode ser feita através da conveniente

mudanca de varidvel z = ach§ = dr = ashfdf ¢ V27 —a- = ash. Assim,
temos '

dy=qadd = y=af+b, (11.40)
onde b é outra constante. Voltando as varidveis iniciais, temos

Y = a arccos g-i-b, (11.41)

que ¢ a equagdo de uma cefendria. curva dada pelo cosseno hiperbdlico.

11.3 Probfemas isoperimétricos (vinculos)

Vamos voltar ao inicio. guando procurdvameos a curva que ligava os pontos
e Fy tal que o funcionai /. dado por

.
I :/ Fly.y'.z)dz, (11.49)
fosse um cxtremo. Apds algum desenvolvimento algébrico, ehegamos n
y3F 4 OF
oI = »%———)6 Yz 11.43
/ (5, ~ ) v (11.43)
Como estamos procurando a condigio para ] extiromos, temos
meaFk 4 8F- ‘
]zl (3;,, & oy ) V) d (1144)

Naqueia oportunidade. tinhamos concluido que a equacac de Euler-Lagrange
deveria ser verificada, jé que dy(x), embora infinitesimal, era uma funcao
arbitraria de z.



248 CAPITULO 11. CALCULO VARIACIONAL

Clonsideremos agora que Isto nio seja mais verdade, isto €, que dy(z) seja
uma funcio arbitriria de z. Cunsideremos que exicta vima certa condigio
(vinentn) envolvendo as guantidades y, 4 e z. Por exemplo, consideremos gue
este vinculo seja dado por uma relagao integral {isto nao € necessariamenie
obrigatério) do tipo

T2
J=f olzuy)dz, (11.45)

onde J & uma certa quantidade fixa (d.J;= 0}.

Nao podemos, agora, de (11.44) extrair a equagao de Luler- Lagrange na
forma apresentada em (11.17). fsto porque §y(z) nao € mais uma quantidade
independente. Existe ume cendigao de vinculo envolvendo Sy(z) que é dada
por (11.45). Vejamos, entdo, como tratar este problema.

Como J é uina quantidade fixa (§.J = 0), temos de {11 4%) que

o9 g _ f 99 489\ 4e o ;
le( 5y+8,5y>dz 0= (ayﬁdmay’jéydx-g' (11.16)

Multipliquemos esta equagdo por A (um parimetro qualquer) e somemas o
resuitado com a Eq. (11.44). O resultado é

]:g {?% (F + Ag) _ Ed;é% (F+ )\g)]éy(:c)da: =0. (11.47)

1
Na relacio acima. continuamos tendo dy(x) = 0 ndo arbitrario. Entretanto,
ela também deve ser valida para qualquer valor do parénetro A. Isto so serd
verdade se

5y( dz aB (FJ”\ )_U - (11.48)

O pardmetro A é o preco pago pela existéncia da condicdo de-vinculo (11.45).

Vejamos, agora, dois problemas cléssicos contendo tais tipos de vinculo.
Estes problemas sdo chamados de isoperimétricos. O porqué do nome ficard
evidente mais adiante.

Ft2g) -

11.3.1 Primeiro problema

Consideremos que tenhamos uma linha inextensivel de comprimento L. Le
todas as curvas fechadas, que podemos formar com esta lizha, queremos sa-
ber qual a que possul maicrt drea {observe que temos agora um problema de
méximo).
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A drea de wma curva fechada é dada por
= 1

5= a{rxdr. (1140
2 Je o

Vamos demonstrar esta relagao. Seja z integral
I = % 7 x dr. ' (11.50)

c

R ¥ 290 TR L -
Multipliquemos ambos 0s seus lados ¢:cglarmonte por um vetor arbitrario

constante a,

f-&‘—f:’xd"-a‘:%&'xr‘-d“:/ {2 x 7)-d§ ‘
| " A =T (2 x ) , (11.51)

onde, na. ltima passagem, foi usado o teorema de Stokes (conseqiientemente,
5 é uma superficie limitada pela curva fechada €. Como,

rot(&'xf') = adnrmrdlva-F( ) ( V)"F :
= Gdivi—(d-V)F=3i—a=2. (11.52)

Entao,

Como & é um vetor arbitrdrio qualquer. temos oue § = % e fica portanto
demonstrada a relwgao inicial (11 .49).

Consideremos que a curva do nosso problema esteja no plano ry. Assim,
usando (11.49), temos

.f_a":l%(:rdy— dr)fc:‘>5+1 F1)—vd 1 f
2 Jo y =3 C(Iﬁ'y—y T) = 3 C(i:y —y)dz, (11.53)

> % ! — ' syaqe . - .- .
onde ¥ = dy,'dr. Esta ctrva deve satisfazer a condicao de ter comprimento
fco L. Assim,

L:ﬁds:ﬁvdx2+dy2=f V1+y?dr. (11.54)
c



250 CAPITULO 11. CALCULO VARIACIONAL

Portarto, para que S seja um extremo (é evidente que este exircmo € um

0, t cmo !
maximo pois o minimo seria zero), deveremos 1Cr uma equagro do tipc (11.48)
satisielta, onde

F= —;-(Iy’ —‘y) € g=+vV1+y?. .,(11.55)

Assim, é apenas uma questao de trabalho algébrico mostrar que a utilizacho
da expressao (11.48) fornece

/‘\yu )‘ylzyu L o (11.56)

— i - —————————— + =
Ji+y?  (T+y?¥?

< a Sbri . sta relagau
Também & apenas uma questao de trabalho algébrico mostrar que esta relag
se simplifica em

Mo (14 y?) 7 =0 (1157

& = oy dp
Para resclver esta equacio, fazemos y =p=>y" =p' = aﬁ =Dy Portanto,
podemos reescrever a relagao (11.57) como

-3 i :
Ap(1+ph) " 2dp="—dy, (11.58)

que pode ser diretamente integrada e dando como resultado

AN (11.59)
\/H_‘pf_, ¥y,
onde yo ¢ uma constante. Desenvolvendo a expressio acinia, Lemos,
) 2, . (Y2 z2 _ N2
V=l () |2 g1 E (%)
P st )L N (11.603

Esta equacio também pode ser diretamente integrada, fornecendo,

2 _ 2
pozo= -/ (-w)? = w-x0)?+ (y—w) =N (16D

Entdo, a curva procurada ¢ um circuloe de raio X o centro em (20, yo). Tendo
em conta que o comprimento da curva é L. A é dado por A = L/27. Os
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pontus Ty € Yy Sao arbitrdrios e simplesmente, localizam a posigac do centro
do cliculo.

Q resultado obtido 4 era intuitivamente esperado. Veiamos um outro
exemplo do género.
11.3.2 Segundo problema

Seja uma corda de densidade uniforme e perfeitamente flexivel, Esta corda é
-fixa em dois pontos como mostra a Figura 11.6. O comprimento da corda ¢ L.

Sabendo que a ccrda subentenderd uma curva tal que a sua energia potencial
serd minima, que curva é esta?

Figura 11.6: Corda flexivel fixa em dois pontos.

¥ r

y(x)

Considerando p a densidade lincar da corda, temos que a energia potencial
é dada por

B TR
Ep:pg/ yds:pg/ yv1+y2dx. (11.62)
A T

A

O vinculo do problema € que ¢ comprimento da corda seja fixo, isto é.

i

B IB
sz d5=[ V1+y'?dr. (11.63)
A T

Pelo que j4 vimos anteriormente, devernos aplicar a Eq. de Euler-Lagrange &
funcao pgy /1 + v2+ Ay/1 + 2. Convenientemernie, escrevamnos o parimetro
A como A = —pgyg. Aplicando, entio, a Eq. de Euler-Lagrange a esta funcio
e fazendo alguns desenvolvimentos algdbricos, chegamos a
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1+y” =y —w)y" =0, (11.64)

Para saber sobre o tipo de curva que liga os pontos A e B, temos de resolver
a equagio diferencial acima. Fagamos, ¥ — 4o = n(z). Temos, entao, !

ian2ny =0, (1L.65)

Para este tipo de equacdo, onde a vaudvel = nao aparece explicitamente, fa-
c . - e
zemos, como ja aos é usual, ' = p. Isto leva-nos a

dd d
dp 0 = M _an

2— —_— =
1+p npdn 1+p2 7

= % In {1+ p?) = lnan(e =const.) = an= 1+ p?

1 = 1 dn dx

G5 b

O radical gue aparece na expressac acima pode ser eliminado fazendo 7 =
behd. Assim, /72 — b2 = bshé e dn = bshddf. Substituindo estas quanti-
dades na relacdo (11.66), encontramos

N -
Lad

g0 = ©(1167)
a

N .. . . 4 ’\'. I
Fazendo a integragio acima (que é algo bem direfo) e voltando a variavels
inicials, temos,

T — Zg T — Ip

b b b
- I—x
= y:yo+bch( ; 0). {11.68,

b7
=f@=arcchy = 1 =bch

A curva acima é uma caiendria. As trés constantes o, yo ¢ b sao escolhidas
de tal maneira que a curva passe nelos pontos 4 e B e tenha comprimento L
(Esta foi uma outra maneira de se resolver o exercicio X.18)
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ii.i. Coter a condig3o de extremo para [ = f_: LYY )
11.2. Obter {11.26).

{
11.3*. Mostre que as geodésicas de uma superficie esférica s3o grandes circu-

los, isto &, circulos com centro no centro da esfera.

7 11.4. Obtenha (11.56) e (11.57).
31.5. Obtenha (11.64).

11.6. Resolva o problema da menor distincia entre dois pontos (caso plano)
usando coordenadas polares (ds® = dr? -+ r=d6?).

1i.7. O principio de Fermat estabelece que se o velocidade da luz € dada por
uma fun¢do continua u = u(y)}, a trajetoria de luz unindo o8 pontos (z1,11) e

(w2, y2) em um plano € tal que extremiza a integral

2 ds
tla=f —
1 u
a) Obtenhza as leis de Snell a partir do principic de Fermat, isto &, mostre que
(sen ¢)/u = const., onde ¢ é o dngulo mostrado na Figura 11.7.
b} Suponha que a Juz caminha no plano zy, de tal maneira que sua velocidade
seja proporcional a y. kntao, prove que os raios emitidos de qualguer ponto sio
circulos de centro no eixo x.

Figura 11.7: Exercicio 7.

12




capiTuLo 12 /

Formulacdo lagrangianc da meciniza cldssica

Até o Capitulo 10. tratamos da formulacéo nev-toniana da Mecinica Cléssica.
Nagquela oportunidade, vimos que o ponto de partida eram as leis de New-
ton. Vimos, também, o quao importante era o principio de Galileo. Agora, o
principio de Galileo ainda continua gendo importante e fundamental, mas as
leis de Newton ndo serdo mais ¢ ponto de partida. Estas dargo lugar a algo
mais geral, o chamado principio de Hamilton. Antes, porém, temos de fazer
algumas introdugdes, mais precisamente sobre ¢ que sejam vineulos, graus de
fiberdade e coordenadas generalizadas. ‘

Seja 0 movimento de uma particulz no espaco. Dizemos que esta particula
possul trés graus de liberdade, que sio as possibilidades de movimento nas trés
dimensces do espago em que vivemos. Sejam, agora, duas particulas. Nesce
caso, temos seis graus de liberdade. Isto €, o sistema das duas particulas precisa
de seis coordenadas pary & sua descrigac (desae que nao haja nenhuma, ligacao
entre elas).

Consideremos, particularmente, que essas duas particulas estejam ligadas
por uma haste rigida. Neste caso. o sistenia nio possul mais seis graus de libsr-
dade. Existe um vinculo entre as duas particulas, que pode ser representado
Por uma expressao da forma

=l =22+ (1 - y2)2+ (1 — 22072,

onde { é o comprimento da Laste e T1. T3, ¥ ete. 880 as coordenadas das
duas particulas. Poderiamos,,_alrernati\'amente, localizar este sistema usando
vinco coordenadas independentos {0 mesmo nimero dos graus de liberdade},
podendo ser, por exemplc, Z1, y1 € z1, para localizagdo da primeira particula,
€ mais dois dngulos para localizagao da segunda en relagac & primeira.

Um corpo rigide {sistema cuja distancia ertre duas particulas quaisquer &

255
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uma consiante) possui seis giats de liberdade. Portanto, sdo necessirias scis
coordenadas generalizadus paia a sua tocalizacio. Podende ser, por exemplo,
{res coordetiadas {(u,y,+) para localizagio denm nanto qualguer do corpo rigido
¢ mais trés trés angulos (§,4,%), para orientagio do corpo rigido em relagao a
este ponto.

Na caso do corpo rigido, as seis coordenadas (z,y,7.0,4.%) sao suficientes
para localizar um corpo rigido no espaco. Podemos, genericamente, chamar
essas quantidades de g;, i = 1,2,...,6. Como 05 ¢;'s podem ser grandezas sem
qualquer relacionamento com os sisteras de coordenadas usuais, eles sdo cha-
mados de coordenadas generalizadas'. Inclusive, essas coordenadas nao pre-
cisam ser necessaricmente angulos e comprimentos. Podem ser quantidades
gerais realmente, como, por exemplo, amplitudes ruma expansio em séric de
Fourier.

O espago formado pelas coordenadas generalizadas é chamado de espacoe
das configuragbes. As derivadas primeiras das coordenadas generalizadas em
relacio ao tempo séo chamadas de velocidades gener&lizadas‘

12.1 Principio de Hamilton

Seia um certo sistema caracterizado por N coordenadas generalizadas (inde-
pendentes ou ndo). A configuragdo deste sistema num certo instante t; é dada
pelos valores das NV coordenadas e das N velacidades generalizadas no instante
#. [~ momentos generclizados, cuja defini¢io serd dada mais adiante). Con-
forme o tempo vai passanto, o sistema vai evoluindo e. conseqieniLingnic, a
confipuracao vai mudando. No instante s, 2 configuragio serd. provavelmente
outra.

Fstamos intoressados na seguinte questao: Como o sistema evolui-da con-
figuragio 1 (coordenadas e velocidades generalizadas no instante £} para &
configuracan 27 No caso da formulagZo newtoniana, isto é dadoe pela segunda
lei de Newton. Agora, sera pelo principio de Hamilton. Vejamos o que vem a
ser este principio. :

Caracterizemos o sistema por uma certa fungao escalar L (sobre a qual
falaremos mais adiante), dependendo das N coordensdas e N velocidades ge-
neralizadas, podendo depender também do tempo,

INeste exenplo, o nimero de graus de liberdade coincide com o nimero de ccordenadas
generalizadas. Alguns autores relacionam uma coordenada generalizada a cada grau de liber-
dade. Nao seguiremos esta norma aqui. Coordenada generalizada serd, pare nds, conforme
o proépric nome estd dizendo dizendo, uma generalizacao do concello de coordenada, nac
sendo, necessariamente, independentes. Isto é, podem haver equagdes de vincule entre elas.
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L:L(Q].y(;hr”' :qﬁ';ql:‘jﬂ:" ’ :q..N:t)7 (121}

on romnantamants,
L= L{g,4,%). S(2)

Por o i 3
or ora, MENCIONemos apenas que eln & chamada de lagrangiano do sistema e
gue a quantidade

s
~ S = I
./t! Lig,q,t)dt . (12.3)

é chamada de acao.

t]
Hlmad ) de ninima a ao, esta.beie(:e

) A evo]ug?n c‘lo sistema da configuragio 1 para a conflguracao 2 é
tal que a acio é um minimo.
Pelo que vimos 1o Capi §
X apit laci
pitulo 11, sobre cilculo variacional, temos

o N ooar aL
68 = oL, 0L ..
jzl ;(aqi 6gi + 5 5q,)dt

e N oor  dar
- / Z(af-aﬁ)éq;(t)dt.

(12.4)

Como os d¢; a 3 itrari ica

no 8¢:(t} sio fungdes arbitrérias de ¢, a condiciio de minimo. 45 = 0. ¢
satisfeita se ‘ , N
N

dL  d oL
3 (5 - i) o-e. 029

i=1 '\

3¢ nao houver relaca { ‘
elacao de - i’ i &
oo pao I G vinculo entre os ¢;’s, temos que os diversos 6g;'s sdo
pendentes. Neste caso, e somente neste €asc, temos
1 4

oL daL _
Bo " @ag =0 1= N (12.6)

F:ste} € a equacao de Buler-Lagrange (o nome dv Euler est4 ligado ao célculo va-
Tiacional e o de Lagrange ao problema correspondente da Mecanica Cléssica).
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Elz wos d4 a evolugao temporal do sisteima e representa para o formaliamn
lagrangiano o qre a segunda lei de Newton represenia para o formalismo new-
toviano. B claro que a Eq. {12.6), aplicada nc campo de agao da mecénica
newtoniana, deve levar is mesmies equagtes diferenciais obtidas com a utiuza-
¢io da segunda lei de Newton.

Para usar a expressao {12.6), precisamos conhecer L, a lagrangiana do
sistema. Pelo que foi desenvolvido até agora, ndo sabemas nada sobre L(q, ¢,1t),
apenas que é ama fungéo escalai que caracteriza ¢ sistema estudado.

Adotaremos aqui o seguinte procedinentc. Adiantaiemos a forma da la-
grangiana que descreve 0 movimeniu dos corpos a baixas velocidades (relati-
vamente A velocidade da Inz) e de massa relativamente grande (comparativa-
mente as massas das particulas elementares) isto é, para o campo de atuacao
da mecénica newtoniana. A finalidade distc é tornar mais familiar este novo
formalismo no tratamento da mecénica, com aplicagdes em problemas prati-
cos. Depois, retomaremos a teoria, espero que com os conceitos fur.camentais
j4 bem fo.niliarizados.

A func¢do lagrangiana para este caso ¢

L=T-V, (12.7)

onde T € a energia cinética e V ¢ a energia potencial do sistema. Nao faremos
mais comentédrios per enquanto. Mostraremos apenas que L da forma expressa
em (12.7) faz com que a equagio de Euler-Lagrange seja equivalente & segunda
lei de Newton. Para facilitar, consideremos o caso de uma particula numa
regiao onde exisie uui Coo potcnsial do intoragio, Aszsim

"

L= ém& — V(). (12.8)

Tomando as conrdenadas generalizadas como coordenadas cartesiamas, temos

oL _ av |
81‘1' - 83;1- ! : . " "

d oL  d, . .

O que {1z com que a equagio de Euler-Lagrange forneca
. av

M=

que é a segunda ki de Newton para forgas conservativas.

(12.10)

CAPITULO 12. FORMULACAO LAGRANGIANA DA MECANICA CLASSICA 259

Antes de passarmos &s aplicacdes, acho onortunc “azer alsuns comentsrios.

{7} E daro que o que foi feito acima nao é suficicnte para aceitacio da
equagao de Euler-Lagrange e, mais ainda, do principio de Hamilton como um
principlo tisico. O que fizemos mostra, apenas, ceriz consisténcia para o caso
particular que estamos desenvolvendo. O correto seria procurar, consisténcia
dentro do préprio formalismo e de principios fisicos gerais. sem reborrer ao caso
particular das leis de Newton. Mas o nosso ebjetivo. no momento, é apenas
de se familiarizar com o formalismo.

(#1) Como vimes, a relagdo (12.10) mostra uma consisténcia da equacio de
‘Euler-Lagrange com a segunda lei de Newton no cass de forgas conservativas.
Voltaremos a este ponto mais tarde. Por ora. mencionemos que isto se¢ deve
porque estamos tratando do caso sem vinculos.

(zi4) Falamos que o principio de Hamilton tamb2m se chama da minima
agdo. Entretanto, quando obtivemros a equacio de Fuler-Lagrange. conside-
ramos apeneas a condigio de extremo d5 = 0 e nao £zemos nenhuma mengio
posterior de esta condi¢fio corresponder realmente a um minimo. A equacéo
de Euler-Lagrange foi cbtida considerando apenas a condicao de extremo da
a¢ao. O porqué do nome minima agdo ficard patent= quando nos reportamos
ao caso quantico. Voltaremos também a este ponto mais tarde.

12.2 Aplicagoes da equagdo de Euler-Lagrange

Acho bom dizer, logo de inicio, que ndo k4 nenhur. problema de mecanica.

roanluida rom A formaliomn lasrancisna cnoe WAA Ty car raceTirida fanilidie
SOSVICO COTL O INTMAnemn amrangiant, Que N0 DeIIn for Tase VIng ranihein

pelo formalistno newtonianc. Assim. ndo serd nosza intengéo ficar usando
exaustivamente o formalisio lagrangiano em problemas ja estudados na MMe-
canica Newtoniana. Os exemplos consiclerados nesta segiio rerao objetivos de
cpmii;raégb itre os dois formalismos,

/

/
12.2.1 Maquina de Atwood

Ela j4 nos foi apresentada ne exercicio IV.11. A Figura 12.1 dd-nos uma
reapresentagio. Consideraremos novamente que as Irassas da roldana e do fio
(inextensivel), que liga as massas m) e my, sejam despreziveis. O comprimento
do fio é I + 7R. onde R é o raio da roldana. Inicie™.ient®. o que desejamos
caleular € a aceleragiao com que o> corpos se moven..

Como, no momento, o nesso ok ietivo principal € = comparagio com o for-
malismo rewtoniano, relembremos como seria a utilizagao da mecanica new-
toniana neste problema. O isolamento dos corpos estd dado na Figura 12.2.
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Figura 12.1: Maguina Jde Atwood.

! D-.\f.--

As forgas que o fio exerce sobre my » mg 830 as mesmas (em modulo) porque
estamos desprezande as massas do fio e da roldana.

Figura 12.2: [solamento dos corpos.

F

l I.?l‘: g !}J’z &5

Supondo que m; > mny e aplicando a segunda lci de Newton pafa cada um
dos corpos temos,

mg—F =ma,

F—mag =maa. o

A combina¢ao direta dessas duas equagdes fornece o valor du aceleragio,

My — 7y
a=— '

m) -+ m -9
Se quisésse'rzos calcular 2 forca de tensao no fio, também nao haveria dificul-

dades. O resultado seria

(12.11)
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2 gy

my + M2
Passemos a usar agora o método lagrangiano. O problema possui apenas um
grau de liberdade. Tomemos x como coordenada generalizada independente
a - . . . e ! - -
(veja Figura 12.1). Considerando que as energias cinética e potencial do sis-
tema sic dadas respectivamente por

L 1 L
1= 5 myd? + Emgz‘,

V = —migr — mag{i — 1),
temos para a lagrangiana {veja expressaoc {12.7)]

1
L= 3 (ml +T]12) :b2+mlgcc+mgg(f—$)- (12.13}

A utilizagdo da equacio de Euler-Lagrange fornece diretamente

ar

'é;—(ml‘—mﬂg
d dL = (my -+ m2) &
aay my mse

g LMy —m
= fmw-Fm-_w_)Jt—[ml~mg)g=ﬂ st .":-——29
' my + msa

que obviamente, coincide (12.11), que é o resultado encontrado com a utiliza-
¢80 do formalismo newtoniano.

Come vemos, aplicar a equagdo de Fuler-Lagrange é algo relativamente
simples. Na préxima subsegao veremos o péndulo simples e deixaremos cutras
aplicagbes como exercicios. Varnos conchuir esta parte fazendo um comentdrio
de natureza geral, dentro do formalismo.

Observamos que a forma'da lagrangiana para o campo de athagio da meci-
nica’'newtoniana, L = T -V, subentende o caso de forcas conservarivas. devido

& presenca da energia potencial V. Entretanto. outras forgas podem estar pre-

sentes no formalisme, desde que nédo dissipem energi=. Tste é ¢ caso des forcas
Je tensdo, normal e, is vezes, da forga de atrito estético (nos rolamentos sem
deslizamentos). Estas forcas aparecem no fermalismo como vineulos. por isso
sao chamadas, também, de forgas de vinculo. A forca de atrito cinético nao se
encaixa neste caso.
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Vanios ver coino podemons determinar a forga de tensioc da méquina de
Atwood. Ela vem do fato de o comprimento { do flo ser constante. Conside-

remos que esta condi¢o nao seja colutada 1og0 ¢ infuic e que L sela também
uma coordenada generalizada {introduziremos a condigio ! = constante como

um vinculo). Assim, nas podemos, da condigdo de minima agao,

L d BL\ .

— — == 10g; =0, 12.15
;(qu dt dg;/ 4 ‘ ( )
extrair a Eq. de Euler-Lagrange (veja detathes ne Capitule 11), pois as coor:
denadas generalizadas (no caso z e {) néo sao independentes.

As energias cinética e potencial sdo

1 1 :
T = §m1:i:2 + §Jn2(! - _1’:)2 R
V = —mygx — mag{l — z}. {12.18)

Substituindo L = T — V, obtido de {12.16). em (12.15) encontramos

[mléé - mg(l-ﬁ Ey—myg+ mgg] bx + [mg([ — ) — mgg] di=0. (1217}

Introduzindo a condicio | = constante como um vinculo, através do multipli-
cador de Lagrange A, obtemos

Aol =0. (12.18)
Somando (12.18) & Eq. (12.17}, vem

[y —my(l = ) — myg + mag) 8z + [ma(l - &) — mag + A 60 = 0. (1219)

Na relacdo (12.17), ndo podiamos concluir que os coeficientes de dx ¢ de 4
eram zero porque 6z e de 6/ ndo sdo independentes. Na relagao {12.19) eles

continuam nio sendo independentes, mas hd uin pardmetro arbitrario A nd\

segundo termo. Escolhamos, entdo, um A tal que o segundo termo seja nulo,
isto &,
—mar —mag+A=1U, {12.20)

onde foi feito { = 0. Levando este resultado em (12.19), temos que o primeiro
termo também serd nulo,

/
Pa}],é Eq. de Fuler-Lagrange,
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myd o+ Mad - myg +mag = 0. (12.21)

De {12.21) obtemos o I dado por (12.14). Combinando este resultado com
(12.20) obtemos A /

2mym
X 2 g (12.22)

my+ g’
Gomo vemos, crmparardo com (12.12), A {pardmetro que utilizamos para
introduzir a condigio de vinculo) é a forga de tensao.
12.2.2 Péndulo simples

Seja o péndulo simples da Figura 12.3. Vameos usar direto o furmalismo la-
grangiano. Primeiro, tomemos o casc sem vinculos, onde sé hd, portanto,
uma coordenada generalizada. Consideraremos que esta variivel seja 6. A
lagrangiana do sistema é dada por

1 ,
L= Emlgt‘,J2 + mgl cos 6. (12.23)

Figura 12.3: Péndulo simples.

\\

/

i, ’ ;

gsen@-- 16 = 0. (12.24)

Fazendo a aproximagao de pequenos ingulos, obtemos a conhecida equacio
diferencial do oscilador Ylarménico. Fica como um exercicio calcular a forge
d= tensio na corda.
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A Lagrangiana

Vamos relembrar o que fizemos até agora, denus do Sormzlizma Ingrangic
ano. Primeiro, admitimos que um sistema fisico, descrite por N coordenadas
generalizadas, era caracterizado por uma certa fungao escalar Lig,q,t) (la-
grangiana), onde ¢ e § estao representando as N coordenadas e velocidades
generalizadas, Depols, vimns que a evolugao do sistema de uina certa confi-
guragao 1, isto é, g{t1) e 4(#), para uma outra configuracio 2. ¢{is) e g(ta).
se processava de tal maneira que a agao S do sistema, § = L. Ldt. era um
minime {principio de Hamilton ou da minima agde}. Ndo havendo relagdes
de vinculo entre as coordenadas generalizadas, obtém-se a equagao de Fuler-
Lagrange.

Ficaram entretanto no ar mais detalhes sobre esta fungio L. O prineipio de

‘Hamilton ndo nos da iste, o que, de certa forma, jd era esperado’ A lagrangiana

do sistema deve depender da sua natureza. Por exemplo, para um sistema de
particulas interagindo entre si, a lagrangiana correspondente deve depender
do tipo de interagio. Algo parecido ocorre com a segunda lel de Newton. Ela
nos diz apenas que a resuttante das forgas é igual a dp/di, mas nio nos diz
que forgas sso essas.

Vimos que, para o campo de atuagao da Mecinica Newtoniana, a forma
geral da lagrangiana era dada por L = T — V. Mas, mesmo assim, por que
nao L=T+V,ou L=T -2V, ououira coisa qualquer? :

DPara raennnder a essa pergunta e, consegiientemente, ter um entendimento
melhor sebre a fungdoe lagrangiana e, mais amplamente, 4o rualsimns 1agran
giano, vamos fzlar sobre algumas propriedades gerals que a fungao lagrangiana
deve satisfazer.

Se o principio de Hamilton expressa realmente uma lei fisica, eln deve ser
o mesmo para todos os observadores werclais. Como sabemos, este & um prim-
cipio fisico geral muito importante, conhecido como principio da relatividade
ou principio de Galileo®.

Vamos considerar entfo o caso de uma particula livre® (nfo relativistica’
vista de um referencial nao inercial. Por que isto? Ora, ndo havendo intersgac
nao precisarerios de informacgoes adicionais para construir a lagrangiana de
sistema. Ela, neste caso, deve ser obtida apenes com o principio de Hamiltor

*Podemos dizer que o principio de Calileo juntame.ate com o principio de conservagio d
energia est&o entre os mais importantes principios da Fisica.

3Entende-se por particula livre uma particula que nao esta sujeita a nenhuma interacac
Veja bem, ndo estamos dizendo que sua velocidade seja constante, Isto deve ser concluido
partir da teoria, assim como o € na Mecanica Newtoniara através da segunda lei de Newtor
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e com © principic de Galileo. .

Consideremos o espago onde a paticuls se move, homeg?neo e isotrénico
(ndo hd motivo algum para ser de outra forma). Assim, a lagrangiana nao
deve depender de onde escolhemos a origem do sistema de coordenas nem
da orientagao dos seus eixos. Isto é, a lagrangiana deve depen,der apenas do
moédalo da, velomd&de da particula :

L = L{z?). (12.25)

“Nao estamos dizendo que a lagrangiana seja nec&ssariamente proporcional a

v%. Estamos dizendo que ela é uma fungao de v~
Passemos, agora, para um outro referencial mercxal movendo-se com velo-
cidade ¥ (constante) em relacio ao referencial acima (veja Figura 12. 4). Para
este referencial, deveremos ter, logicamente,

L = L{v'}), {12.256)

pois I é uma funcéio escalar e, conseqiientemente, sua dependéncia funcional
nao muda. De acordo com a Figura 12.4, temos,

F(t) =7(8)- 00 ) = Q=71 -V. (12.27)

Substituindo (12.27) em (12.26), temos

o
[
(o 4]
Rt

~ e 1 - N .. =t -_‘_\‘ o
LW ) =Liw —20-¥V +V 7). {lz.

. s 2
Facamos um desenvolvimento em série de Taylor no entorno do ponto v*,

dL

L(w? — 27 V + VE = L0 + (VP - 25- V) o

(Vi—2u-V)? &L
+ .

2! d(v?)?
(vi-2g.V)® £L
L
i 3l d(v?)?
5 i .
Foee (12.29)

- Abramos um paréntese para explicar uma propriedade da lagrangiana. Pelo

prin¢ipio de Hamilton podemos corcluir que a lagrangiana pode sempre ser
definida a menos da derivada total, em relagio ao tempo, de uma fungao
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qualquer das coordenadas generalizadas. Para comnrovarmos isio, nostremdo
que um termc do tipo (g, t)/dt ndo interfere uo principio de Hamilton.

o)

riz g
5 = fand = et

i2
151 31

= &f(g(ta)ts) - f (g(tr), 1)
o - (1230)

;
porquc 105 extremos t1 € to nao ha variagio das ccordenadas e, portanto,

8f(q(t1),t1) =0,

Figura 12.4; Particula vista de referenciais inerciais diferentes.

Voltemos & Eq. {12.29). Pela invaridncia galileana, temos que L(v?) e L{1?)
devem satisfazer ao principio de Hamilion. Isto sé é possivel se os termos
de 'ado direito de (12.29), exceto o primeiro, puderem ser expresscs como a
deri.ada total em relacio ao tempo de um fungao gualquer de 7'e ¢. Realmente
isto é possi=el se L for proporcional a v?, ou seja

L=av®. (12.31)

Entio, de fato,
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. d . -
N Ir2\|= .') —_ 2 — O 1 N 2
L) = L")+ la(vie- 27 al (12.32)

K quanto 4 constante of Pelo principio de Hamilton. temos também que a
lagrangiana pode ser determinada a menos de uma constante multiplicativa.
Entio, a constante o da relagao (12.31) pode ser. em prineipio, qualquer uma
(inclusive com quaiquer dimensao).

Pense bem no seguinte: Estamos estudando agora o formalismo lagran-
giano da inecdnica cldssica. Anteriormente. foi estudado o formalicmo new-
toniano. Imaginemos que tudo isto nac tivesse ocorrido desta maneira, isto
4, que estivéssemos nos deparando com o farmalismo lagrangiano sem nunca
termos ouvido falar da mecénica newtoniana. Os nessos fiicos persenagens,
entao, seriam coordenas e velocidades generalizadas, lagrangiana. agao, prin-
cipio de Hamilton e equagioc de Buler-Lagrange. Nio sabecfamas, portaunto,
0 que € massa, momento, energia (potencial, cinética e mecanica}, forca ete,
Essas quantidades ou tertam de ser agora definidas ou outras teriamn de ser in-
troduzidas para ocuparem seus lugares, nao necessariamente coll as IMESIMas
dimensoes.

E claro que o caminho mais cdmodo & aproveitar oz conceitos j4 familia-
res da mecénica newtoniana, sempre que isto for possivel. Assim. escolhamos
a constante a como sendo m/2. onde m ¢ a massa da particula. Poderfa-
mos escollier a relagio (12.31) como relagio de definicdo de massa. Mlas, é
claro, fica mais cémodo utilizar o conceito de massa que jé temos da mecanica
newtoniana. Assim, a lagrangiana da particuia livre é dada por

L= lmvg . (12.33)
2
Ou seja. a lagrangiana da particula livre para o campo de atuagao da meca-
nica newtonana é a energia cinética. Embora nao tenhamos visto surgir do
formalisme lagrangiano o que ¢ energia, nada impede de batizar a quantidade
mv? /2 de energia cinética. Veremos mais detalhes a respeito na Segio 4.

Hz algo que falamos acima, mas que faltou ser explicado (e demonstradao),
¢ sobre o fato de a velocidade ser constante para o caso da particula livre.
Esta condigao de velocidade constante ndo foi usada em nenhum momento
para obtencio da lagrangianh {12.33). Nés sabiamos isto da inecaiiica newto-
niana, mas nao do formalisnio que estamos esvudando. Podemos concluir que,
realmente, a velocidade é consiante para o caso da particula livre usando a
equagao de Euler-Lagrange para alagrangiana dada por (12.33). Considerando
a coordenada z, temos
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' T
BLTH = i%z(} = ?;ﬁconst, = I = const.. (12‘34)

8r dt oF oz
Analogamente, para as coordenas y e z obterfamos, ¥ = const. e z = const.,
0 que nos faz concluir que para w particula livre ¥ = const. {atentar que nio
sabemos airda o que ¢ moento).

O que fizemos acima foi mostrar gque podemos obter a lagrangiana da
pariicula livre apoiados apenas no principio de Galilec. No caso de um sistema
de particulas livres, temos vérios argumentos para concluir que a lagrangiana
do sisteina é

L=> éma’uz . - (12-35)
a

Um dos argumentos mais convincentes & que cada particula pode ser consi-
derada como um sistema isolado e, devido ao fato de nao haver interagao, a
lagrangiana é uma quantidade aditiva

A questao imediata agora é escrever a lagrangiana para ¢ caso de haver
interacao. E importante mencionar que isto no pode ser feito somente usando
os principios de Hamilton e de Galileo. J4 falamos bastante sobre isto. Para
escrever a lagrangiana para o caso de haver interagdo, precisamos de informa-
¢Bes sobre o tipo de interagdo. J4 falamos também que a lagrangiana para o
regiao de atuagio da mecinica newtoniana é dada por

L=T-V, (12.36)

onde V é a quantidade que detém as informagoes sobre o tipo de interacao
que a particula { (ou particulas) estd sujeita. Esta quantidade tem 4 Imesa
dimensdo de T. E, portanto, a nossa conhecida energia potencial. Cowo no
caso da energia cinética, daremos mais detalhes sobre sua introdugio na segao
seguinie. .

Voltemos & pergunta: Por queT—Vendao T+V,ou TV ete.? A resposta
é gimples. Com T ~ V, sendo T a energia cinética e V' a energia potencial,
somos levados, com o uso da equagio 1z Euler- Lagrange, 45 mesmas equagdes
diferenciais obtidas a partir da utilizagao da segunda lei de Newtcn. Acho
importante ressaltar que para o campo de atuagdo da mecAnica newtoniana
a lagrangiana ¢ sempre T — V. Isto é bem. vasto. Se a forma da lagrangiana
dependesse de cada problema, o método que estamos apresentado nao teria
vantagem alguma.
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Vocé poderia ainda (e com razao) fazer outra pergunta: Qual a vantagem
de se estudar a mecénica newtoniana através do principio de Hamilton do
que através das leis de Newton? Inclusive. vocé poderd argumentar que jé
havia familiaridade com as leis de Newion ¢ que, convenhamos. a utilizacgo
do principio de Hamilton é bem mais artificioso.

Realmente, se fosse apenas para atuar no campo de acdo onde a Mecénica
Newtoniana jd atva, nao haveria vantagem ou argumentos, pelo menos convin-
centes, para introdugio do novo formalisino. Deixe-me dizer que ¢ prinzipio

. de Hamilton aplica-se & Fisica quase que de uma maneira geral. Além da

Mecénica Newtoniana, aplica-se & Relatividade (geral e restrit2} e ao Eletro-
magnetismo. Também aplica-se & Mecanica Quantica e & Teoria de Campos
(através das integrais de caminho de Feynman e dos processos de quantizaciu
candnica). Assim, a Mecanica Newtoniana é apenas uma pequena parte onde
o principio de Hamilton pede atuar.

12.4 Leis de conservagao

Antes de discutirmos mais exemplos préticos sobre a utilizagio da equacao de
Euler-Lagrange (que é, como ji vimos, o resultado do principio de Hamilton
aplicade a um sistema onde as coordenadas generalizadas sdo independentes),
vejamos como extrair leis de conservagio através do presente formalismo.

Seja a equacio de Euler-Lagrange para uma certa coordenada generalizada
i fveja BEq. (12.6)]. Desta equagdo. podemos diretamente extrair uma lei de
conservacao. Se a coordenada ¢; n&o aparece explicitamente na lagrangiana
(dizemos que ¢; € uma coordenada ciclica) temos que

oL d 9L aL s
3 = Eg;ﬁ;—o = 5;=const.. (12.37)

A quantidade tialL/tialg; ¢, sem divida, uma quantidade importante pois,
mediante certas condicdes, ela se conserva. Podemos escolher um rome qual-
quer para esta grandeza. Entretanto, como j4 tivemos onortunidade de falar. é
aconselhdvel darmos aqui nomes que se assemelhem aos nomes dados a grande-
zas correspondentes da j4 conhecida Mecinica Newtoniana. Iaf chamarmos a
quantidade tiall/tialg; de momento generalizade coniugado o varidvel g; ou,
siinplesmerte. momentc conjugado ou, ainda, momento cendnico. “Jeremos
que quando ¢; tem dimensio de comprimento tialL/#alg; & o monento linear
e quando tiver dimensao de angulo, é um momento angular. Essas tltin as
afirmagdes ficardo claras nos exemplos que iremos discutir em breve. Entio,
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Q)

L

Observe bemn como obtivemoes a conservacdo do momento através do forma-
lisme. Nao falamos em forga, porque isto estava ligado &s leis de Newton
(veremos mais taide o conceito de for¢a generalizada, aplicado ao que estamos
desenvolvendo). Obtivemos a conservagao do momento através de uma sime-
tria da lagrangiana, pois, quando a lagrangiana nao depende de uma certa

coordenada g;, ela apresenta uma simetris perante a acao desta varidvel. Mais-

especificamente, seja ¢; wm angulo correspondente & rotagio e torno de um
eixo. Se esta coordenada for eielica, podemos fazer umsa rotagio do sistema
em torno do eixo correspondente que a sua lagrangiana continuard a mesma,
Dizemos, assim, que a lagrangiana possui uma simetria de rotagao. Em con-
seqiiéncia desta simetria, o momento conjugado € conservado.

Vejamos uma outra lei de conservagio. Seja a derivada em relagio ao
tempo da lagrangiana,

dl dL arL
P Zaq gi + ZQQ'P

d L. . oL | aL

- YGa it m i) E

4 N gt aji : (12.39)
dl — at

onde, na segunda passagem acima, usamos a equacao de Euler-Lagrange e, na
iltima, a definicdo de momento [veja (12.38)]. Se a lagrangiana nao depende
explicitamente do tempo, temos que tzalL/tialt = 0 e, conseqlientemente,

%(Z Pigi — L) =0 = ZP:’Q"{ — L = const.. (12.40)

Outra quantidade que se conserva!l Ou seja, quando a lagrangiana nao depende
do tempo explicitamente {tempo ciclico). a grandeza

H= Z_p‘-q,- - L(q.9). (12.41)

que é chamada de hemiltoniana, se conserva. No caso em que V depende
apenas das coordenas generalizadas, temos que a Hamiltoniana é a conhecida
energia total. Vejamos.
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Lembremos a forma da energia cinética de um sistema de particulas em
wuordenndas cartesianas retangnlares e e cuorderadas esféricas,

T = EZma(ﬁﬂﬁHg), (12.42)
T = —Z"’na(r + 7262 + r2sen 0,42 . (12.43)

{r fndize « refere-se ao nimero de particulas do sistema.

Notamos que no caso das coordenadas esféricas, aparecem também as co-
ordenadas generalizadas € ndo apenas as velocidades, como 110 caso das coor-
aenadas cartesianas retangulares. De uma maneira geral, a energia cinética é
quadrética nas velocidades generalizadas. Assim,podemos escrever a energia
cinética como

1 . .
T=3 Xﬂij(Q) Gidj {12.44)

Agora, os Indices ¢ & j referem-se a0 miimero de coordenadas generahzadas
Considerando a expressao da hamiltoniana, temos

H = Z'PJ.QR -L= Z‘H__L
= Z qkﬁ — L= ZQA [ z aij (Q)qijJ
k

= T —-L=T+V, {12.45)

onde, na segunda passagetn, usamos a definicdo de momento candaico e, de-
pois, da energia cinética [dada por (12.44)].

I= claro que nem sempre a harmiltoniana tem esta forma. Ela s6 é igual
a T 4+ V no caso do campo de atuagio da mecinica newtoniana e quando V'
depende apenas das r‘oordenadas generalizadas.

S35 mais uma coisa, ao escrever a relacao (12.26), onde introduzimes uina
fungéo escalar V e a chememds de energia potencial, disserrtos, na oportuni-
dade. que dariamos mais detathes posteriormente. Af esta. Pcdemos ver na
relacao (12.45) a motivagao para isto. No caso de (12.36), nao era claro que
a fun¢fo V, embora com dimensao de erergia. pudesse ser a conhecida fun-
a0 energia potencial. Mas pala relagio (12.45) ndo resta a menor divida. A
quantidade conservada é a conhecida energia mecénica.
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12.4.1 Um exemplo com duas particulas 2m interacio

Sejam duas paciivalas 4z mageas ™, e ms. fisadas por um fio inextensive! e
de massa desprezivel, como mostra a Figura 12.5. m; move-se no plano e ms
riove-se verticalmente. Todos os atritos sdo desconsiderados (este e\cemplo ja
foi estudado na Secao IX.3 com o uso do formalismo newtoniane).

Figura 12.5: Particulas em interacso.
;

Hé duas coordenas generalizadas (r ¢ 8). Chamando de b o comprimento
do flo, temos

T = %ml(ﬁg +7%%) + % mar?, (1246)
v - —?T’tgg(b _ 1") ‘ (1247)

onde o plano foi considerado como o nivel de energia potencial zero. Con-
seqilentemente, .

1
L=T-V= é my (4 rgéz) + %mgf'g +mag(b-r). (12.48)
Temos aqui dois caminhos a seguir. Um é escrever as equagies de Euler-
Lagrange para r e 8 e resolver as equnagoes diferenciais obtidas. A solugao das
equagdes diferenciais nem sempre pode ser feita. pele menos com facilidade.
Adiantemos que este 4 o caso. Um outro caminho interessante é através das
possivels cortantes de movimento, de onde se podem obter varias informacgoes
sobre o problema. Vamos seguir este caminho.

A coordenada ¢ & ciclica. Logo, o momento canor.icamente conjugado a ¢
¢ uma constante do movimento. Chamando esta quantidade de I, vem

CAPITULO 12. FORMULAGCAO LAGRANGIANA DA MECANICA CLASSICA 273

3
= -a—;’ = myrd. {12.49)

Este ¢ o momento angular da particula m) em relagio ao ponto Q. Uma outra
constante do movimento é a energia total, pois a lagrangiana nio depende ex-
plicitamente do tempo e o potencial sé depende das coordenadas generalizadas.
Chamando esta quantidade de E, temos,

1 gy |1
E=T+V= 3 ml(?*2+r202) + gmgf"g —mag{b—r). - (1250}

\

Substituindo (12.49) em (12.50), encontramos,

1 e
E== A N
3 (ml -+ mQ)r + Qmirﬂ

O termo mygb & constante. Podemos escrever a relacio acima a menos deste
termo. Isto corresponde a redefinir o nivel zero da energia potencial. Assimm,

~+ mogr — magh. {12.51)

- em lugar da Gltima expressio, temos

1
B = o (my+ ma)i +

i ‘
- + magr, (12.52)
onde E = F + mogh = const.

Como podemos ver, as constantes dadas por (12.49) e (12.52) sdo as mes-
mas obtidas através do formaliemn nawtariann (Uej-: gr:n;_;_g 9‘3) Daf;‘ i pore o

frente o procedimento € idéntico ao desenvolvido naquela oportunidade. Nio
vamos repeti-lo.

12.4.2 O problema de dois corpos

Também j4 vimos esta questio na Secdo 9.3, mas é interessante desenvolvé la
usando o formalismo lagrangiano. O problema de dois corpos é o nome dado
a0 problema de duas partfculas cuja enegia potencial de interacio depende
apenas da distincia entre elas. H4 seis graus de liberdade o, portanto, seis
coordenadas generalizadas independentes. Em termos dos vetores posicio 7
e 7 {veja Figura 12.6), a lagfangiana do sistema é dada pot

1

L= gmif? 43 myfi? - V(r), (12.53)

onde'r = |y ~ 71|. Convenieutemente, vamos expressar 71 e rg através da
posigio do centro de massa (CM) (veja Figura 12.7). Assim, temos,
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k1l
Il

I
e

Nl 3

il

= T}
|

i

(12.54)

Figura 12.6: Dois corpos em interagzo.

Substituindo (12.54) no termo de energia cinética em {12.53), encontramos

juy

T :k' —mm (R‘ + 17‘_"11)2 + %mg(ﬁ + ?;“2,)2

— b

o 1 . 1 e
= ={m1 +my) R+ “ﬁmﬁfz + §m2?"-2’2

b

+R - (maFf +mais) . (12.55)
O termo (m7{ + moif}/(m1 + my) d4 a posicio do CM mas em relagio ao
préprioc CM. Entao, mi7{ + mgTy é um vetor nulo (vem como sua derivada
temporal). Com isto, a expressao da energia cinética fica ‘ .

T= %{?ﬂq + ma) R*? + %mﬁ"{z + }émgi%gfz - {12.5.6)
O primeiro termo Jde (12.56) é a energia cinética do CM e os outros dois a
energin cinética em relagdo ao CM. Isto ndo é novidade. J& tinhamos chegado
a esta conclusao na Eq. (9.26), para um sistema de particulas.

Escrevamos, agora, i{ e 74 em termos de 7. Isto é possivel devido s
relagoes
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Figura 12.7; Posi¢do em relagio do CM.

nz

iy -1

-
r=19 —r

i

my7] + mafs = 0. (12.57)

Resolvendo este sistema, encontramos

ot ma -
rmn=—-———-
my + ma
ot my o
f3 = ——— 1. (12.58)
T T g

Substituindo estes valores em (12.35), vem

1 = 1 m 2, 1 mi N2
T = = (mg+m) R*+ om (-—-——2——— 72 < L) ¢
2( ! 2) 21 my +my ’ +2m2 m1+m2) '
i '— 1 mmy -
= —(my+my) R*+ = 72
5 (m1 +ma) 5 my 4 s 7 (12.59)

Assim, a lagrangiana do sistema fica

1 ' = 1 mmg : !
L==(m+m)Pt+ - ——= 7. V(). (12.60
S 2) - (r) (12.60)
Na Eq. (12.%3), usamos 7 e 7 como coordenadas generaliza das independentes.
Aqui, estamos usando 7 e R. A escolha dessas tltimas coordenadas apresenta

uma vantagem importante, R é ciclico. Isto significa que 0 moinento do CM
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e, colseylientemente, a velocidade do CM é uma constante. Assim, o termo
(m1 +m2)R 2/2 & un> constante. Como 1ua quantidade constante qualques
snmada. & lagrangiana em nada afeta ac armaches de mavimenta nademas

desprezar o termo citado. Com isto, a relagio da lagrangiana fica reduzida a

1 mima -5 /
= —7F=V(r). 12.61
S e = V() (1261)

Esta expressao pode ser vista como a lagrangiana de uma parricula de massa

myms

_— (12.62)
m] -+ ms

u ==
que é chamada de massa reduzida do sistema, sujeita a um potencial V(r). O
que fizemos & a chamada redugio do problema de dois corpos ao problema de
um corpo aperas. IS facil verificar que se uma das massas for muite grande, a
massa reduzida € aproximadamente igual & outra massa:
Entao, prssaremos a trabalhar com a lagrangiana dada pela relagio (12.61).
Temos, agora, trés coordenadas generalizadas independentes. Sejam essas ¢o-
ordenadas as conhecidas coordenas esféricas (veja Figura 12.8). Assim,

F=ri+r0f+75e0006¢ = 2= 41r26%+r%end®.  (12.63)

p{r" -+ 176" + msen®y o) - V(1) (12.64)

jall
I
N =

Figura 12.8; Coordenadas esféricas,

7
#
s

o]
/
/
.

s

=~
P
"

’l
L LT
>

i

CAPITULO 12. FORMULACAO LAGRANGIANA DA MECANICA CLASSICA 277

A coordenada ¢ é ciclica. Isto significa, conseqiientemente, gue py € constaunte,

dL 5
=— = ;;rgspn"ﬁq’; = const. (iZ fA
o¢
Acho eportuno fazer aqui um comentdrio. Lembrando da formulagio newtoni-
ana, temos que o movimento que estamos estudando € um movimento sob forca
central, logo o torque em relagao ao centro de forgas € setapre zero (re I sao

T4

N

. vetores paraielos). Isto implica que o momento anguler do sisteuia é constante

& consegiientemente. o movimento é plano. Geralimente, os livros textos se
valem deste argumento (dentro do formalismo newtoniano) para roncluir que
o movimento é plano. Naturalmente, devido 4 linka de raciocinio que estamos
seguindo, isto, embora correto, nao é satisfatéric. As conclusdes devem ser
ohtidas inteiramente dentro do novo formalismo.

Vejamos comno podemos concluir que o movimento é plano a partir da
relacdo {12.65). Para isto, consideremos que os eixos coorderados possuam
uma orientagic tal que, num certo instante, 8 = 0. Isto uplica, pela relacio
(12.65) que pgy = 0. Mas, como py = constante, temos que py = 0 sempre.
Para que isto ocorra, c& deve ser nulo e, conseqiientemente, ¢ = Eonstante, o
que mostra que ¢ movimento é realmente plane.

Assim (como o movimento é piano) trabalharemos com coordenadas pola-
res

1 . .
Lo (2 4+7%%) — V), (12.66)

onde o ¢ desta equagao nan € necessariamente 2 8 da Eq. (12.64).

Vamos usar. agora, o raciocinio desenvolvido no primeiro exemplo, isto &,
através das constantes de movimento. Pela relacdo (12.66), temos que 8 é
ciclica, logo, : o -

aL .

! = = = pr’# = constante. . (12.67)
a9 :

Uma outra constante é a energia total

E=Zp{t4r28%) 4+ V(r). ) (12.68)

| =

Com estas duas relactes poaemos obter as ~quagoes diferenciais do movimento
e reduzir o problema a quadraturas, senelhantes as obtidas no primeiro exein-
plo. Vamos aqui eliminar a depen déncia temporal das relagBes (12.67) e
(12.68) e obter uma quacratura para a trajerdria.
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dr_drdt i B gy el (12.69)

de dtdd Y ap\ o Zwr st

Temos entao,

9 =6y 4+ [ ' / dr y (12.70)
H Jro 9 2 - {2 —V\
Ay

E, como sempre, a solugdo da integral fica na dependép(iia dq .tipo de intc;raf;:?;o
V(r). Vamos aqui resolver o problema para owpotenmal .do tipo V = — d/r d\o
que corresponde & cunhecida forga de interacdo proporcional a2 qt.ladra od 2
distancia). Este potencial é muito importante porque rege o movimento dos
planetas. Assimn, a relagao (12.70) fica

I dr
9:30‘;;] - — (12.71)
RN - i
! \ﬁz (E 2ur? + T')

Nio entraremos em detaihes quanto & solugio desta equagao. Isto ja fol feito
na Secio 8.4. O resultado final é

1 _ ok, 2B coc (8- 8

= L o 1 (12.72)
ERE TR AT j
A equacio acima ¢ do tipo
Lo clivecos(9 -7, 12T

r
que é a equacdo de uma conica com umm foco na origem. O tipo de conica
depende da excentricidade

1, {E > 0): hipérbole,
e=1.(E=10): paribola,

1,{E < 0): elipse,
e=10,(E= _,u_) : cireulo.

(12.74)
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12.4.3 Particula livre relativistica

Acho interessante discutir agora, como exemplo, a obtencio da lagrangiana
da particula iivre reiativistica. (O ponto de partida sera ¢ mosmo do caso
nao relativistico, apresentado no infcio da Segiio 3, ou seja, invariancia em
relagdo a observadores inerciais. Sé que agora consideraremos transformadas
de Lorentz em lugar das de Galileo. Naquela oportunidade. nio fazia diferenca
entre considorar invaridncia da lagrangiana ou da agio, visto que o tempo é

" um invariante de acordo com as transformadas de Galileo. Na relatividade.
por questdes Sbvias, deveremos ter como pouto de partida agéo.

Uma quantidade invariante de Lorentz, envolvendo diretamente as coorde-
nadas do espago-tempo, é

ds® = Adt* — dr? | (12.75)

Fica como exercicio mostrar que realmente ds é invariante para as transfor-
magoes

,  xz—Vi
I = V:Z,
1_.__
&2
L
y=y
=z
Lt
2
t' = £ (12.76)
V?
1 ——
Cf!

A quantidade ds é interpretada como sendo um elemento de linha (ou mé-
trica) do espago quadridimensional da relatividade especial {relatividade soin
gravitagfo). :

Assim, a acdo da particula livre relativistica poderia ser proporeial a in-
tegral de qualquer poténcia de ds. Entretanto, como a acdo é dada por uma
initegral simples, temos que a.acio que estamos procurando deve ser do tipo

2
S=a/ ds, f12.57)
1

onde & ¢ uma. constante a ser identificada. Usando (12.75), vamos colocsr a
expressao acima numa forma mais conveniente



550 CAPITULO 12. FORMULAGAO LAGRANGIANA DA MECANICA CLASSICA |

A N 1
=0 I Y P22 AT :HCJ[ 1v/1—-é;,:df, (‘278)
1 1

de onde podemos identificar a lagrangiana !

2 ‘J 'y
L:ac«./l—i—?. (12.79)

i . 850 LAO tivistico
Naturaimente, esta lagrangiana deve corresponder a0 €asa Lao rela} ivist ‘
para v < ¢ De fato, isto ocorte se o — —-mc. Assin., a lagrangiana que
estamos procurando deve ser

R

[ w2 \
L=—-mc*yj1— x - (12.80}
giena, podemos obter o momento da particula rela-

Tendo construido a lagran »
ente com o uso da expressio do momento

tivistica. Isto 4 conseguido diretam
candnico dado por (12.38). Assim,

oL mE (12.81)
P8 T
‘\j -_— CQ
ou, de uma forma geral,
PR | (12.82)
=T

1- 2
\/ cz

Como 2 lagrangiana (12.80) nao ¢ fun¢io explicita do tempo, temos que ha-

miltoniana dar-nos-x a energia total,  Assim, cumbinado (12.41)((3}_‘{12.82),

temos

(12.83)

Como vemos, obtivemaos as conhecidas expressoes do momento ¢ energla rela;tl—

) - a . a S
visticos da particula livres a partiy do formalisino lagrangiano e de argumento:
cobre invaridncia para observadores inerciais (principic de Galileo).
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12.5 Poderiamos ir aiém, mas ...

Todos os exemplos vistos em Merdnics Newtoniana nadeciam ser anui deseris
tos novamente. O procedimento seria sempre o mesmo, ou seja, escreveria-
mos a lagrangiana do sistema, calcularfamos a equagio de Euler-Lagrange ou
identificariamos as constantes de movimento através das coordenadas ciclicas.
Tanto num caso come 10 outro seriamos levados 4s mesmas equacdes diferen-
ciais decorrentes da segunda lei de Newton ou dos principios de conservacéo

-da energia mecarnica ou momentos linear e angular. Daf em diante, tudo seria

a mesma coisa, ou seja, terfamos de partir para a soltllq.éo das equagbes ou
{quando geralmente isto for muito diffcil ou impossivel)/fazer uma anglise dos
problema por outros meios, como pelas curvas de potencial.

Assim, continuar aplicando o formalismo lagrangiano pura e simplesmente
acabariamos sendo repetitivos com o que j4 fol estudado na Mecanica vew-
toniana. Deixaremos exemplos sobre pequenas oscilagdes para serem tratados
como exercicios. O corpo rigido serd tratado no Capftulo 13, onde faremos
um paralelo entre os formalismos newtoniano ¢ lagrangiano. Aproveitarermos
para ver mais detalhes sobre este assunto, mas nada que seja exclusivo do
formalismo lagrangiano. Tudo o que serd apresentado poderia, perfeitamente,
ter sido feito no estudo da Mecanica Newtoniana.

O nosso objetivo nesta ditima segéo serd de apresentar algo que julgo bem
mais interessante, que ¢ a possibilidade de transi¢ao para a Mecanica Quantica
através dos ingredientes do formalismo lagrangiano da Mecanica Cldssica (algo
oie o tormalisme newtoniann nan Permite eam tants facilidade) Adisntemos
que a Mecinica Cldssica permitird visualizar outros caminhos para a Mecanica
Qudntica, conforme teremos oportunidade de falar em cutras oportunidades.

Na Mecanica Quéntica, ndo hd o conceito de trajetéria, isto é, nio é pos-
sivel, ou nao faz sentido, descrever a evolugio de uma particula através de
um vetor posigio 7{t}), algo tao comum na Mecanica Newtoniana. No mundo
quéntico, existe um principio fundamental, chamado Princivio de incerteza de
Heisemberg, que sempre deve ser respeitado.” Este principio. apresentado em
1927, estabelece que momento e coordenada nao podem ser conhecidos com
precisao absoluta. A imprecisdo entre ambos est4 relacionada por

AglAp > -, {1254}

b v

onde ¢; e p; sao coordenadas candnicas e h é a constante de Dlanck (A =
6,63 % 1073 J.s) dividida por 2r. E importante frisar que esta relacio vale
sempre. 58 que com massas grandes (comparativamente com a massa do
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elétron) ela nao é significativa. A constarte f, introduzida por Planck em 1900
para exiplicar o probleina da radiasio de corps negro, é o parame:ro que marca
a escala do mundo endntico. Neste mundo. ndo se node associar a particula
(algo como um elétron) um vetor posicao para caracterizar o seu estado. Como
vimos, isto ndo é compativel com o principio da incerteza. O astado de uma
particula em Mecénica Quintica é dado por uma fungio complexa geralmente
denotada por {7, t), onde ¢*1 dV representa a probabilidade de a particula
estar dentro do elemento de volume dV. A evolugio quantica da sistema é dada
olhando-se para a evolucdo da funcio .. Uma maneira de se obter isto é através
da Equagdo de Schriodinger {1925), que é a forma mais usual em qualquer
curso inicial de Mecdnica Quantica (veja por exemplo Halliday-Resnick. vol.
4). Existe uma outra maneira, introduzida por Feynman em 1918, que nao é
muito popular nos cursos de graduagdoe. Isto se deve. principalmente, i sua
complexidade para tratar problemas simples, onde a Equacio de Schriodinger
¢ .bem malis facil de ser utilizada. Entretanto, adiantemos que na quantizacao
dos campos (também conhecida como segunda quantizagio, ela é de extrema
importancia). O nosso objetive agui ¢ mostrar em que se apoia o formalismo de
Feynman, também chamado de integrais de caminho. Veremos que ficard bem
claro o papel desempenhado pelo Principio de Hamilton ne munde classico.
Acho que entenderemos melhor o seu significado.

Primeiramente, tomemos o conceito de propagadoer em Mecanica Quantica.
Seja (i, t) o estado de uma particula no instante {. Podemos escrever que o
estado no instante posterior ¢/, (7, ¢), como

Y(F' ) = f K(F 4 F O w(F ) PF. {12 .85)

onde I{(F’, ', 7,1, é o propagador quantico da particula e pode ser determinado

" com o uso da equagao de Schrfodillger. A idéia apresentada por Fevninan em

1948 era de que o propagador quintico poderia ser obtido. sem usar a equacfo

de Schr'odinger, imaginando-se que uma particula evoluiria entre dois estacos
segrindo todas as trajetdrias possiveis. Ele postulou a seguinte relagio

KEeimn = Y ewn(rs).
todas
trajetorias

(12.86)

onde S ¢ a agao correspondentc a cada uma das trajetdrias.

Nao ¢ nosso objetivo aqui ver como csia soma sobre todas as trajetdrias
é feita. O que queremos destacar é o formalismo quantico comparativamente
com o caso cléssico. Observe que a contribuicao méxima do propagador ocorre
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para a trajetéria onde a agio € minima. Esta 4 a acic cléssica (Princirio de
Familton). No caso de sistemz; cldssicos, a agdv € muito grande peraute %
(}_’ S LI 10_34_T.£‘}. _'ESSiITl, '.'arfm;:;es da auxt‘w uu ulornge da af;&u classica
podem ser muito grandes relativamente a 4. Isto acarretard indmeras oscila-
¢Ges no entorno de zero, o que nio levard a contribui¢es para o propagador.
Isto explica o fato de os sistemas cldssicos apresentaremn uma trajetér;’a bem
definida. No caso quantico, a acdo cléssica ¢ da ordera de A Assii, ou-
tras trajeiorias podem contribuir cienificativamec..te. Clom isto. ficu, de éerta
{forma, patente a separagio ent, -~ a~ fisicas classice o quantica. A fisica cldssica
corresponderia a fazer i — 9.

. Um outro aspecto interessaite encerrado na idéia de Feynman é que o
principio da incerteza de Heisemberg fica naturahnente embebido, pelo menos
qualitativamente (pode ser mostrado que quantitativamente também), no fato
de haver vdries trajetdrias possiveis para a evolucao do sistema

Acho oportuno terminar esta secio e o presente capitule fazendo mencio
ao didiogo que F.J. Dyson teve com Feynman, contado por Dysaon no final da
década, de 70,

“Trinta e mmn ano atrés, Feynman contou-me sobre sua versao da mecanica
quéntica baseada na soma sobre fodas as trajetdrias. ‘O elétron vai para onde
ele gosta’, disse. ‘Ele vai em qualquer diregio com qualquer velocidade. para
frente‘ Ou para trds, para qualquer lugar, ¢ entio vocé soma as ampiitﬁdes e
elfa daa vo:cé a fungao de estado’. Eu disse a ele, ‘vocé estd louco’. Mas ele
nao estava.”

» Exercicios

12.1. Calcular, no formalismo tagrangiano, a forca de tensao do péndulo sim-
ples.

* . ,
12.2*. Considere uma particvla de massa m movendo-se na parte interna de

uma superficie cdnica, sem atritc (veja Figura 12.9). identifiqué as grandezas

conservadas e faca um estudo do movimento através das curvas de prtencial.

12.3*. Repiia o problema anterior considerando que a superficie seia uma semi-
esfera de raio R,

12.4. Seja um certo corpo de raio @ (pode ser urna esfera, um anel. um cilindro
etc.), 'massa m e momento de indrcia 7 {(em relaco ao eixo de rotacio gue
passa pelo centro) rolando sobre um plano inclinado sem deslizar, como mostra
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Figura 12,9; Exercicio 2.

Figura 12.10: Exercicio 4.

2 Figura 12.10. Calcular as forgas de atrito € normal (através do formalismo
lagrangiano é claro).

12.5. Mostre que a quantidade ds® = ¢*dt? — d72 é um invariante de Lorentz.
12.6. Mostre que a constante a da relagdo (12.79) vale realmente —mec.

12.7. A Figurz 12.11 representa dois péndulos acoplados. Considere aue para
1 = ¢y = 0 a mola n3o estd esticada nem comprimida.
a) Calcular a lagrangiana do sistema para pequenas oscilagges. :
b) Calcular as equagdes de movimento e obter freqiiéncias normais de vibragao.
Interpretar o que significam os resultados.
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Figura 12.31: Exercicio 7.

il PV ISITETIIY I,
]
f

12.8. Censidere um sistema descrito pela lagrangiana
Voo, coy Logeo o
L:i(:s 497 )—§w0 (2°+y’)+axy.

Ela corresponde a deis sistemas lineares idénticos de freqii@ncia prépria wy e ligados
por uma-interacdo —axy. Obtenha as equagdes de movimento e as freqiiéncias
proprias.

12.9. Uma particula de massa m estd sujeira i seguinte energia potencial

1. o
—Kr .
2

a) Explique porque o movimento deve ser piano.
b) Obtenha a trajetéria da particuia.

U=

12.10. Seja uma “molécula” linear triatdmica e simétrica cujos "stomos” estdo
dispostos como mostra a Figura 12,12, Obtenha a lagrangiana deste sistema,
calcule as equagdes de movimento e as fregiiéncias normais de vibrac3o, Interprete
os resultados.

Figura 12.12: Exercicio 10.

i M P
O T ) BT —
X X X3
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12.11. Tr2s particuias de massa m estio vinculadas a se nioverem sobre um
rircilo e presas uma as ouiras através de molas de constante &, como mostra & Fi-
gura 12.13. Considere que na posigdo de equilibrio as molas nao estejam cLucadas
nem comprimidas e que as distincias entre as particulas sejam iguais. Obtenha
a lagrangiana do sistema, as equacgdes de movimento e freqiiéncias normais de
vibracao,

Figur. 12 13: Exercicio 11.
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12.12*. Ache a freqiiéncia para pequenas oscilagdes do péndulo mostrado na
Figura 12.14, onde o ponto de suspensio (massa m;) pode mover-se sobre gma
retz horizontal, '

Figura 12.14: Exerciciu 12.
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12.13. Corsidere o mesmo casc geral do problema anterior, mas cora my preso
a uma mo'a de constante k, como mostra a Figura 12.15)
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Figura 12.15: Fxercicio 13.

O x i i

12.14. Calcule as freqiiéncias para pequenas oscilacdes do péndulo composto
mostrade na Figura 12.16.

Figura 12.16: Exercicio 14.

12.15. Achar a freqiiéncia de oscilagio de um ponto de massa m, vinculado a
se mover sobre uma reta e preso a uma mola cuja outra extremidade é fixa num
ponto A (vaja Figura 12.17). Este ponto esta a uma distincia  da reta. E dado
também que o comprimento'de repouse da mola {lo} é menor que {.

12.16. Corsidere a mesma situagdo do problema anterior mas com a massa m
vinculada a se mover sobre um cirzulo de raio R (veja Figu-a 12.18).

> 1 . L
12.17*. Duas particulas movem-se num plano {zy) e s3c unidas por uma haste
de comprimento . Elas s30 vinculadas a se mover de tal maneira que 2 velocidade
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Figura 12.17: Cxercicio 15.

A

Figura 12.18: Exercicio 16,

do meio da haste é sempre na diregdo da haste. Obtenha as equacdes de vincul
do problema.

capituto 13

- Corpo rigido - Parte 1

Este capitulo complementa o Capitulo 10, que foi desenvolvido através do
formalismo newtoniano. Faremos aqui o tratamento lagrangiann e desenvol-
veremos alguns tépicos mais formal e profundamente. principalmente no que
concerne s rotacdes dos eixos coordenados.

13.1 Graus de liberdade do corpo rigido

O corpo rigido é um tipo de sistema com vinculos onde a distancia entre dois
quaisquer de seus pontos é constante.

Para determinar o ndmero de graus de liberdade de um corpo rigido, to-
mamos, inicialmente, uin de seus pontos (trés graus de liberdade). o qual nao
fixa a sua posi¢Bo no espago. pois ele ainda tem a liberdade de rotagio em
relacao a este ponto. Tomando. entdo. um outro ponto do corpo rigido (mais
dois graus de liberdade, pois hd um vinculo entre este ponto e o outro porque
a distdncia entre eles é constante e isto diminui um dos graus de liberdade).
ainda nao conseguimos ter uma localizagio do corpo rigide no espacn, porque
resta libeidade de rotagdo em torno do wixo que passa pelos dois pontos. Isto
¢, ainda hd um grau de liberdade. Assim, concluimos que o corpo rigido
possui ao todo seis graus de liberdade.

Podemos escolher para coordenadas generalizadas independentes. referen-
tes a esses seis graus de liberaade, trés coordenadas espaciais para localizacao
de um ponto do corpo rigido e inais trés angulos para localizacio da orientacio
do corpo rigido em relagio & este ponto. Nesta dliima pante. gerulmer:e séo
usados os dngu'os de Eulem (que Soraw introduzidos no Capitulo 10).

Vamos revisar o problema da ry:agio do corpo rigido. Aproveitaremos e
iremos um pouco mais além do que o tratamento feito no Capitulo 10.

289



290 CAP(TULO 13, CORPO RIGIDO - PARTE |l

Clansideremos um sistema de eixos Lreso a0 corpo € Cuja Origein éuo ;Jomfo
amn relacao au qual estainos considerando ¢ mevimento de tf-emslac;ao. S.eja
coinbém um cutre sletema da eiYne cOTR & MeSN:a orige.am do SlIStelTlE.B. anierior,
mas que, diferentemente dele, nao roda com a corpo ’rigad.o. Veja a Fxgl.lra 13.1,
onde (z/,v,2) é o sistema fixo ac corpe e {z,y,2) é o sistema que nao rods.

Figura 13.1: Orientacdo do corpo rigido.

2

: = L g L
A orientacio do corpo rigido ¢ dada pela orientagao do sistema (z', ¥/, 2')
em relagéo ao sistema (z,y, z). I isto que vamos desenvolver agora. Para tal,

seja um vetor V referido aos dois eixos. Para facilitar a notagao, chamemos os

jo | . A6 I fenin Theea 120 Aceim o vetar Voreferido
EIXCS Q€ {1, L0585} 8 L]y bDy £ LV 2epiad 2vemye mmii

a0 sistema sem linha é expresso por

V =16+ Voo + Vaés. ENCER)
Em relacdo ao sistema com linha, temos

V= V/e) + Vigy + Viéy, (13.2)
ou, compactamente,

3

V=) Vi =Zvj'é;. (13.3)
j=1

1221

[~}

A partir desta expressao, podemos obter o relacionimento entre as compo-
nentes do vetor V no referencial com linha em termos das componentes no
referencial sem linha. Para tal, basta escrever os unitdrios de um sistema em
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relagao aos unitarios do cutro. Antes, porém, vaos introduzir uma conven-
¢ao muito util. Conforrae teremos oportunidade de ir observands, os indices
de scula sempre apareccm 295 pares. Assim, ndo hd necessidade de ficar es-
crevendo o sinai de somatdrio, pois ¢ indice dobrado j4 significa que se estd
somando naque'e indice. Este procedimento é chamado de convencgdo de Eins-
tein (veja no Apéndice B a utilizacao desta conver¢io em vérias demonstracdes

de identidades vetoriais). Com isto, a relacio (13.3) é escrita simplesmente
COIno

V=Vig; = V/é&. .‘ (13.4)

Figura 13.2: Sistemas de eixos e unitarios.

Escrevendo os unitdrios é; em termos dos unitdrios é;, temos {para deixar hem
claro, vamos considerar cada unitdrio separadamente)

€1 = (é1-¢1) e + (8- &) & + (& 8) &
€y = (- €]) &) +(ea-En)éy + (& - &)@,
&= (3 &) & + (& &) + (& &5) ;.

' ! {13.5)
Compactamente, podemos escrcver todas estas relagdes como

~Fy =

é,‘ = (é,‘ . ej}e- - (13.6)
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Lemhrar de que se estd somando em j e que 2 = 1,2,3. O ftermo & - €} € 0
cosseno do dngulo entre os unitdrios é; e &;. Substituinde é; dado por (13.6)
em (13.4), temos

V=Vi(e-é)e. =V é ., (187)

(No lado esquerdo estamos somando emn ¢ € 7 € no lado direito apenas em j.)
Como os unitirios sao linearmeate independentes, vem

T/}' = (¢ -é}}i/} =V/i={ e)V;=1/= Ri; V5. (13.8)

onde

Como podemos ainda nac ter muita familiaridade com esta uotagido comnacta,
vamos reescrever os termos da expressao (13.8) explicitamente,

Vi=RuVi+RuVa+ Ry Vs,

. Vi = R Vi + R Vo + Ra Vs,

Vi= Ry Vi + R Va+ Ry Vs,
(13.10)

gue pode ser colocada na forma matriciai usual [s¢ et uv a formia matricial
jé estava patente ra relagdo (13.8)]

VI Ru Rz Ry Vi e
V; 1 =1 Ray Hy R Vo b (13.11)
vy Ry1 Rz Ry ¥
ou ainda,
V'=RV, (13.12)

onde V7 e V 530 matrizes colunas e k é uma mar.‘z quadrada. A iaatriz R &
vista como um onerador que J4a a rovagio do siste.na sem linha para o sistema
com linha. Esta matriz pode ser expressa em termos dos angules de Euler.
O conceito de multiplicagao de matrizes surge aqui de uma maneira muito
tatural {se bem que ele j4 foi introduzido em parte para escrever a relugio
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{13.11)], Consideremos que apds aplicas a matriz R para obtor V' aplicamos
S em V' para obter V¥,

V' =SV =SRV=GV. (13.13)

A matriz ¢ = SR & o operador que atuando em V dd-nos V¥ {é imediato
observar que SR nfo é necessariamente igual a £S). Vejamos a forma deste
operador em tormos das componentes de Re S

N

V' = 8,5V = SRV = GV = Ga= SRy s (13.14)
fue é a conhéeida regra de multiplicacdo matricial.

Dos nove elementos da matriz de rotagao, nem todos sao independentes.
Como ja dissemos, apenas trés angulos sac necessarios para dar a Iocalizagio
de um referencial em relacao ao outro. Portanto, deve haver seis equagoes de
vinculo envolverndo os nove elementos da matriz. Essas relagbes de vineulo séo
facilmente obtidas a partir do fato de que o mddulo do vetor deve ser o mesmo
em relacdo a qualquer um dos sistemas de coordenadas. Isto é

VIV =3, (13.15)
Usando a relagao (13.8), temos

V/V{ = R;;V; RyVi = RyjRy V;Vic (13.16)

A combinagao de (13.15) e (13.16) fornece a expressao procurada

Ry Ry = b1, (13.17)

onde as quantidades d;; constituem o della de Kronecker que ¢ definido da
seguirte maneira

5J-k:{ é i;;z : . (13.18)
A relagio (13.17) é chamada condi¢do de ortegonalidede e corresponde a seis
equagdes independentes envolvendo os coeficientes Ri; (t’rés para j = k ¢ irés
nara 7 # k). Entac, os dementos da matriz de rotagao podem ser escritos,
realmente, em termos de apenss trés dngulos. Na verdade, hd uma infinidade
de corjuntos de tré, ingulos que podem ser usados pa.a escrever ssta matriz,
mus 08 comumente usados sdo os dngules de Fuler.
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Vamos tever os dngulos de Buler. Antes, porém, aproveitemos a oportu-
nidade para mostrar que a condicdo de ortogonalidade deda por (12.17) estd
ligada ao conceito usual de matriz ortogonal. deja vie mairiz 2 ortooanal

00=00=1. ,(13.19)
BEm termos de elementos de matriz, temos .
;
Oé =1 = Oijojk = 511- = O{jij = 6,;k (1320)
O~O =1 = Oz’jojk = 511. = Oj,'o_;,'k = §;; . (1321)

Portanto, olhando para (13.17), vemos que a matriz R é ortogonal. Ela pro-
duz & chamada trensformacdo ortogonal. Entdo. em resumo, s rotagdes dos
sistemas de coordenadas sdo feitas por transformagdes ortogonais.

Vamos introduzir os dngulos de Euler de forma semelhante 3 jé feita no
Capitulo 10, Assim, nao vamos apresentar muitos detalhes, apenas adapta-
remos & convengao adotada aqui. Consideremos uma rotagio ¢ em torno do
eixo z no sentido anti-hordrio. A Figura 13.3 mostra a situagdo descrita, onde
171 e 172 sa0 componentes de um vetor V nos eixos T e xy.

Figura 13.3: Rotacio anti-horéria em torno do eixo z.

R .
X
-
I
I v
V i
|
g !
1
2 H
Fl “81
2 g"’ i X
Rg '
'
;

Projetando o vetor V; nos eixos z| e 74, temos

Vi =Vicosgé —Visen g é,. (13.22}

Fazendo o mesmo para Vo, temos
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Vo = Vasen &7, + Thcos 5éh. {13.23)

Assim, combinando essas duas relacdes, temos

Vi + Vi = (Vi cos g+ Vasen o) & + (Vacoso — Vyseno) é), (13.24)

0 que permite as identificagooes
|
7t
&

Vicoso+Thseno.
—Visend + Vocoso. (13.23)

Em termos matriciais ¢ tendo em conta que Vi = 5. temos

1% coso seno O v
V, | =| —seno coso © Ty ] . (13.26)
vy 0 0 1 L&

A forma das matrizes no caso de as rotagdes {também anri-hordrias) serem em
torno dos eixos x e y sao dadas por

1 U 0 Ccoso U seno
0 cos¢ seng 0 10 . {13.27)
0 —sen¢ cos¢ ~senco 0 coso

Um sistema de eixos pede ser colocado na forma mais geral possivel através de
trés rotagbes sucessivas em torno de eixos pariiculares. Os dngulos do Euler
(6. 8 e ¥) correspondem &s seguintes rotagdes (caso seja necessdrio. veja a
Figura 10.22 para uma visualizacio destes dngulos)

Alg) B(6) Clu}
(I’ B .Z) - (‘Ev m C) R (&f'. f.
z = f' =

- R
o iy

ZF=(.

o

Observando (13.26) e (13.27), diretamente escrevemos as matrizes que produ-
Zem estas rotagoes
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e d gend 0N

A = —sen¢ cos¢p O
0 0 1

/1 ] 0
B = 0 cosf senf

0 —(senﬂ cos

cosy ‘seny O
C = —seny cosy¥ O | . (13.28)
0 0 1

A matriz geral de rotagdo, que chamaremos de R, é dada por

R=CEA,

ou explicitamente como

cosyrcos — cosfsendsen s costrsend + cosfcosgsenty  senipsend
—sentrcos¢ — cos@sengeosy  — sensend + cosf cosdeosy cos 1 sen 6§
sen # sen ¢ —senfcoso cos
{13.29)

Esies sio os ingiedientes necessarios para o estudo da roiagac do corpe Tigide,
como j4 tinhamos apresentado no Capitulo 10. Antes de dar continuidade
(agora, através do formalismo lagrangiano), vamos aproveitar a oportunicade
para desenvolver dois estudos (apresentados nas duas segoes seguintes) que
serfio de grande importdncia, n3o apenas no imbito da Necanica Cldssica.

13.2 V\etores e tensores

-

A prilmeira nogao intuitiva que nos é dada sobre vetores ¢ que sdo quantidades
caracterizadas por possufrem médulo, diregio e sentico (veja também Apén-
dice B). Realmente isto é verdade, mas o inverso nao. Nem tudo que possul
médulo, direcdo 2 sertido é um vetor! Um exewplo imediato sobre isto sao
as rotagdes. Podemos associar as rotagbes um médulo (valor do angulo de
rotagdo), uma direcio (eixo de rotagio) e um sent’de (rotagdo para 2 direita
ou para a esquerda). Apesar de as rotagdes possuirem médulo, direcao e sen-
tido elas nao sao vetores. Isto devese a um fate simples: as rotacdes (finitas)
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nio satisfazem uma propriedade bdsica <a soma vetorial, que é a comutativi-
dade. Scja win exemplo. Tememos um corpo rigido cuja ferma e posigao estao
mactrados na Fienra 13 4

Figura 13.4: Corpo rigido que serd rodado.

"3

Consideremos duas rotagoes de 90°. A primeira em torno de z; e a segunda
am torno de zo. Sejam ambas as rotagbes efetuadas ne sentido anti-horario.
A Figura 13.5 mostra os resultado dessas duas rotagées.

Se essas rotacoes forem vetores (51 e 52) deveremos ter 51 48y =6+ 9}, 0
que significa fazer as rotagdes em ordem inversa e obter o mesimo resuitado. A
Figura 13.6 mostra as rotagoes na ordern inversa. Fica patente que, num caso
geral, as rotagbes finitas, apesar de possuirem mddulo, direcdo ¢ sentido. nao

Ao sar vt oo Tt nmons y . 34 ~ o
podem ser vetores. Este resultade, de corta forme, 38 estenn clare deside ¢

infeio. Estamos estudando as rotagbes como sendo produzidas por operadores
matriciais e, como sabemos, o produto matricial nao é comutative de um modo
geral.

E facil mostrar que se as rotagdes forem infinitesimals nde teremos mais
este problema, isto &, duas rotagbes infinitesimais independem da ordem em
que sao realizadas. Para vermos isto, nao usaremos figuras come Lo caso de
rotages finitas, pois nao seria confidvel chegar 4 alguma conclusdo. Usaremos
diretamente as matrizes de rotagio.

E claro que uma matriz prodnzinde uma ratagdo muito pequela nao deve
diferir muito da matriz identidade. Assim, considerende que a matriz F da
relagao (13.11) produza uma rotagdo infinitesimal, podemos esrrever

Vi= (1+d0)V, (13.30)
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Figura 13.5: Posigdo do corio rigido apés duas rotacdes.

1 5

onde 1 é a matriz identidade e df2 a matriz que contém os angulos infinitesimais
de roiacio. Sejam duas rotagoes inifinitesimais sucessivas caracterizadas por
matrizes d e df¥', isto &,

!
'

It

(1+dQ)(1+d2)V
(14 d +dQY -+ dQ'dQ) V. (13.31)

Como as rotagdes sio infinitesimais, o produto matricial 4V'dQ} déd-nos uma
matriz enios slamentos 3o infinitésimos de ordem superior aos infinitésimos
de dQ e dSV. Assim, a relagio acima fornece aproximadainente

V7= (1+dQ+d) V. (13.32)

Pela relagio (13.32), vemos claramente que duas rotacdes infinitesimais 40
comutativas. E agora? Sio as rotagdes infinitesimais vetores? Isto €, se ©
angulo ¢ da relagio (13.26) fosse infinitesimal (chamemo-lo de d¢), poder{ameos
representar dé = d¢ &37 Vamos responder esta pergunta nos desenvolvimentos
a Seguir.

Primeiramente, é fcil ver que » matriz d€l & antisimétrica. Como R =
1+ d9, temos R = 1 + d2. Mas, B! =1 — dS, verificado diretamente de
(1 +dQ)(1 —dQ) = 1. Logo, come R ¢ ortognal. R = R!, temos dQ) = —d}.
Dor exemplo, a matriz A da relagao (13.26) pode ser escrita como
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Figura 13.6: Rotacdes em ordem inversa.
*
100 0 d¢ 0
A=101 0 ]+t —do 0 0 |. (13.33)
. 001 0 0 0
De uma maneira geral, terfamos
0 —dflz  dily
dl = dls 0 —dq |, (13.34)
—dfly  d 0

ondemossmms relativos 4 ¢ — foram colocados convenientemente. Assim, da
relacio (13 20 rademes eserever |

avy 0 —di dd Vv
dvy 1 = dSy 0 —d Ve .

' ' ) 13.35
dVs Al 4y 0 v (13.33)

o que nos fornece as equagdes

dVy = dfiy V3 -~ d3 Vs,
dVy = dy V3 —d Vs,
Vs = dity Vo —di 1. (13.36)

Podemos escrevé-las compactamente como

dV: = ;5. d; Vi (13.37)
= dV =d0xV (13.38)
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(no lado direito da primeira expressao acima esté-se somando em j e k). As
quantidades €4, constituerL o teusor de Levi-Civita, que ¢ d=finido por

1 4,74k permutagao ciclica 1,23
e = ¢ —1 ...nao ciclica de 1,2,3 . (13.3¢9)
0  dois ou mais indices iguais !

A relacdo (13.38) mostra que df?;, dfly e dfl3 aparecem numa relagio vetorial e
sua representacio grafica pode ser vista na Figura 13.7. I isto entdo suficiente
para dizer que dQ = (d,,d0y, d03) é um vetor? Aparentemente sim, mos
para responder com mais convicgao, temos de ver o que vern a ser realmente
um vetor (o que ainda ndo vimoes). N&o hd duvidas de que, matematicameate,
podemos chegar a esta resposta através dos conceitos de espago vetorial etc.
Mas, para os nossos objetivos aqui, onde queremos simplesmente sabor se
certas quantidades sdo ou nao vetores, NAG precisamos ser tao rigorosos. Den-
tro do que estameos estudando, podemos identificar os vetores como sendo
quantidades que numa rotagio do sistema de coordenadas transformam-se da
maneira representada pela relagao (13.8), com os elementos R;; satisfazendo
3 condigéo de ortogonalidade (13.17). Note bem que isto nao ¢ exatamente a
definicio de vetor, é apenas algo que nos permite identificar o que € e o que
ndo é um vetor. Assim, se d{l for um vetor, deveremos ter, numa rotagao
qualquer, dQ)} = Ry; dQ;. Verifiqueros, entao, se isto realmente ocorre. A
relacdo (13.37), escrita no sistema com linha, seria “

C st e A Fal
dvi = Eijl‘alzjv,l; . 7\1‘):—:8)

Considerando R a matriz de rotagac que Taz passar do sistema sem Jinha para
o sistema com linka, temos, j& que V e dV sdo vetores (per hipétese),

Rif d‘/i = €ijk dQ; Rann
= Rd €lmn dﬂml«fn = E!‘jk dﬂlj RanIl . (13.4:1)_

onde na segunda passagem acima usou-se (13.37). Como as componentes de
V sio quantidades independentes, podernos concluir que

R,'I Slmn de = €k dQ; Rkn . (1342)

O nosso objetivo agora sera explicitar o dﬂ‘j. Primeiramente, mnultiphquemos
ambos os lados de (13.42) por Ry, e usemos a condicao de ortngonalidade
(13.17). Assim,
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Figura 13.7: Representac3o grifica de d).
anRﬂ €lmn dﬂm €ijk m; Rl:ann
= R-aniI Elmn dﬂm = €,k dﬂ_f? Jkp
= %Rg; €lmn dﬂm = €ijp dﬂ; . (13.43)

ParAa retirar o €3, que esta na frente do dﬂ;, fazemos uso da identidade (veia
Apéndice B)

. :13.;c Chim = 51'553'1!1 - éirnéji . (1244
1 7
Multipliquemos, entdo, ambos os lados da expressic (13.43} por e,
Ejjgepkidﬂ;' = anRiIEImnfpkidﬂm
= (5,;;55]‘-1‘ — 51‘,',5_-,';;) dﬂ; = anRUfimnfips'ﬁsdem
= —2(53',!; de; = &l-&nflmnﬁipsRstRktde
1
= dO0 = —~ﬁRuanRstﬁpseImantde
1
= —..5 det Rflniflmn Rktmm
1
= — ':?: det R (—Qétm) Rktdgry‘
| = det R RpmdQp, (13.45)

onde na antepeniltima passagem acima usamos a relagao
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Rt Ryn Rt €ips = it det K, (1345

que é facilmente verificada tendo em conta a definigio de determinante, jun-
tamente com a definicao do tensor de Levi-Civita. .

Observando as relagdes (13.2) e (13.45) vemos que dQ) nao se tragsforma
exatamente como um vetor. Existe um fator det B. Vejamos, entao, sobre o
valor do determinante de R. Como R é uma matriz ortogonal, temos

1

RR=1 = det(RR)=1=detRdetR=1

= (detR)’=1= detR= =1, (13.47)
det R := —1 corresponde a0 caso da transformacio de paridade (inverséo dos
eixos coordenados: 7§ = —x;). Esta transformagio, embora seja ortogo-

nal, ndo pcde ser obtida através de rotagdes dos eixos coordenados.
Assim, det R = +1 corresponde ao caso das rotagdes propriamente ditas. En-
t&0, para o caso das rotagoes, a relacio (13.45) coincide comn (13.8), mas para o
caso das inversdes de eixos (transformagio de um sisiema dextrogiro para um
levogiro), isto ndo acontece. Por este motivo, d é chamado de pseudovetor
ou vetor arial. Na verdade, muitas das quantidades que em fisica designamos
por vetores sBo pseudovetores. Temos, coma exemplos, 0 momento ang}ﬂar ‘e
o torque. Na inversao de eixos, um pseudovetor nao muda de sinal. Assnnl, se
# o b ain vetores. &= a X b é um pseudovetor! -

Um ponto importante sobre o que acabamos de ver consiste nw possiblildade de
generalizagio do conceito de vetor. Relembrando, vetores sao quantidadesllﬁ-’ s
que numa rotagio ou inversao de eixos transformam-se da seguinte maueira:

Vi = RyV;, " (1348)
com a condicao de ortogonalidade (13.17) satisfeita. Pocemos definir quan-

tidades Ty, Tyk etc., cujas transformacdes sao generalizagoes imediatas de
(13.48), isto &,

T; = RueRj Tht » {13.49)
T/;x = RaRjmBin Timn - (13.50)
Fstas quantidudes sdo chamadas de tensorcs. No caso, Ti; é um tensor de

segunda ordem e Tj;; de terceira ordem. Particularmente, um vetor € um
tensnr de primeira ordem e um escalar, um tensor de ordem zero.
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Ha varias quanndades fisicas expressas através de tensores. O tensor do
inérvia, Lome ja vimes o Cupitulo 10, ¢ uma dclas.

13.3 Parimetros de Cayley-Klein

Este é um outro assunto interessante e que mostra a possibilidade de se estu-
dar rotagdes no espago tridimensional rea!, através de operadores matriciais
bidimensionais. O fundamento matem4tico rigorosu do que serd wpreser*ado
est4 na chamada Teoria de Grupos. Considerc oportuna a maneira .omo va-
mos tratar aqui este assunto pois, mais tarde, quando vocés estudarem teoria
de grupos, mais especialmente o grapo das rotagoes, muita coisa j4 serd fa-
miltar. O nosso objetivo também ¢é de tornar familiar alguns dos ingredientes
que serdio vistos nos cursos de Mecdnica Quéntica, principalmente no tocante
ao estudo de spin.

Consideremos que a cada rotacio do P?, realizada por matrizes que cha-
maremos de . corresponda a uma transformacao no espago complexo z?,
realizadas por matrizes que chamaremos de € {daqui a pouco falaremos sobre
que transformacio & esta), tal que qualquer relagio entre as matrizes R's cor-
responda uma relagao semelhante entre as matrizes Q's. Quando'isto acontece,
dizemos que os conjuntos de matrizes R's e 's sho isomorficos. A Figura 13.8
mostra um diagrama onde esclarece de uma maneira mais geral esta proprie-
dade de isomorfismo.

Em teoria de grupo dizemos que o conjunto das matrizes R's e o conjunto
das matrizes Q's sio representagdes isomdrficas de uma mesma coisa, chamada
grupo de rotagées. Como ja vimos, as matrizes R's s80 ortogonais e. no caso
das rotacdes. det B = 1. As matrizes (0's devem tamhém satisfazer a certas
propriedades a fim de que o conjunto dessas matrizes seja isomorlo ac anterior.

Representemos genericamente as matrizes Qs por

Q:(: f) | (13.51)

onde a, 3, v e & sdo chamados de pardmetros de Cayley-Klein. Eles foram
introduzidos por Felir Klein para facilitar as integragoes ¢Io complicado pro-
blema do giroscdpio. Esses quantidades sio complevas. Puitanto, ao todo,
temos as n.atrizes (F's dadas em termos de oito pardmetros. E clarc -ue nem
todas essas quantidades podem ser independentes. No casc das matrizes reais
R's,'tinhamos nove pardmetros. Em virtude de elas serem ortogonais, apenas
trés eram independentes, que os escrevemos através dos angulos de Euler. As-
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Figura 13.3: Isomorfismo.

ab=c &a) 20} = gfe)

sim, as matrizes Q's devem satisfazer a certas propriedades também, O mais
natural é que elas sejam unitdrias, isto é

Q@ =Qi@=1. (13.52)

Falei acima que o mais natural & que as matrizes Q's sejam unitédrias porque a
condi¢io de unitaridade reduz-se & de ortogonalidade no caso de as matrizes
serem reais.

Usande expliritamenta s forma da matriz Q, dada em (13.51), na relagio
(13.52), obtemos

GOED-G)

ao* + 45" =1
= Yy +86" =1 (13.53)
ay* + fé* =0.

As duas pLimeiras equagdes sao reais e a dltima ¢ complexa. Portanto, as Eqgs.
(13.53) fornecem quatro relagoes (as duas primeiras fornecemn duas e a terceira
mais duas) entre os oito pardmetros reais citados. Devido ainda & relagao
(13.52), temos, tomando o deter:ninande de ambos os lados

(cet@Q)(det@) =1 = detQ=e™, (13.54)
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unde A é um ntmcroe real qualquer. Dentre todos os vaiores possiveis de @
{infinitos valores), escolhe-se

det@Q=1. (13.55)

As quatro condigdes dadas por (13.53) mais a coudicde dada por (13.55)
fornecem-nos agora cinco relagdes entre os oito pardmetros contidos na matriz
Q. Assim, temos trés parametros independentes, que pndemos <scolher como

sendo também os angulos de Euler. Veiemos tamberr que as matrvizes R's

podem ser escritas em termos dos dos parametros <2 Cayley-Klein.

*Da mesma maneira em que tinhamos no espaco B> os vetores V's (matrizes -
coluna 3 x 1) sobre os quais atuavam as matrizes de transformagao R's, temos
agora no espaco Z° gquantidades U's (matrizes coluna 2 x 1) sobre os quais
atuam as quantidades conplexas Q's. Isto &,

U =Qu, (13.56)

ou, escrevendo explicitamente os elementos de matriz,

(o)=(28)(%) (13.57)

Lemos

Ul=alh +380,.
Ué = ’)’Ul + 68U, {13.58)

As relagoes (13.56) — {13.58) representam uma rotagao no espage complexo
considerado. Pode parecer % primeira vista que as quantidades U's estéjam
diretamente relacionadas aos vetores V's, mas ndo estan. As quantidades s
sio simplesmente a base de atuagdo das metrizes Q's. FEssas quantidades,
que ocupam o lugar dos vetores no espaco complexo 2 X 2, sdo chamadas de
spineres. Uma melhor conceituagdo matemdtica dessas quantidades é vista
em Teoria de Grupos, e aplicacdes em Aecanica Quintica, onde, por exemplo,
os dois estados de spin do elétron podem ser expressos através de um spiner.

Neste punto. é natural que surja a pergunta: onde aparecem as quantida-
des r. y e = neste espago complexo 2 x 27 Essas quantidades aparecem em
operadores hermitianos da forma

~ dar )
P:( =" 1”), (13.59)

rt+iy -z
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onde P = F fcondicdo de he..aiticidade). Convenientemente, o operador P
possui trage nulo e determinante igual a —(z? + 32 + 2%). Mediante atuaciio

ders vmnbniome Ha ncaan mvmmmn davan Fnaan A wmnw fenanfarsmanns Ao oo
LA dhbeiieln g by CEICL OPCTGLCTIS WIGNGISTINGIN 0T PrT WWALiornagas o oi-

milaridade. Vejamos isto com detalhes. Seja W o resultado da atuagio do
operador P sobre o spinor U, isto &,

;

W=pPU. (13.6v)

Aplicando o operador de transformagio ¢ a w.nbos os ladoes desta 2xpressao
ou, em outras palavras, fazendo uma rotagio no espaco compliao, temos

QW = QPU = W' =QPQIQU = QPQ'U' = P'U". (13.61)

que € a expressio (13.60) apds a transformacao @. Na relagio {13.61),

P =qQPQt. ' (13.62)

J4 que o trago, o determinante e a propriedade de hermiticidade sdo invariantes
numa transformagdo de similaridade, o operador P, apés esta transformacio,
deve manter a mesma forma, isto &,

. # = iy’ ) .
P = ( driy o ) , (13.63)

onde a invariancia do determinante. aqui, corresponde & invarifneia do mdédulo
da vetor .

Vejamas, mais de perto, o que falamos sobre isomorfismo. Seja wma rotacio
no espaco R, realizada por uma matriz R;. sobre o vetor cooidenada

X' =R.X. 7 (13.64)

A esta matriz R estd associada no espago complexo Z2 uma matriz Q onde
temos, correspondentemente, uma transformagio de similaridade do operador
P, -
P'=Q,PQ}. (13.65)

Seja uma outra rotagdo. Agora realizada por uma matriz de rotacio R., de
tal maneira que

X" = RoX' = RyR1 X = Ry X, (15.66)

onde B3 = R,R). No espaco complexo, temos

\
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P = QPQb = PRl = 037G 13.67)

onde @3 = Qa};. Assim, vemos que & matriz Hz = Kol corresponce unia
matriz Qs = Q9Q1, confirmando aquilo que falamos sobre isomorfismo.
Vamos, agura, escrever as matrizes de rotagio em termos dos pardmetros
de Cayley-Klein e as matrizes (s em termos dos dngulos de Euler. Cornecemos
cum &5 Matrizes K's. Introduzamos, por questao de simplificagho. as seguintes

_defi¢des

~

Ty =uw+1y,
T_=x—1y. {13.68}

Escrevendo explicitamente a relagdo (13.62), temos

72l ) “6)(2 -)(“: "fj). (13.69)
a, —z2' v 6 fyTy -z 3= é
Caleulemos o*, 5%, v* e 6* em termos de a, 3, 7 e d. Isto pode ser feito com
a utilizacio das relagdes (13.53) e (13.55). O resultado é

]

w =4,

ﬁt -7,

'Y* = _.61

= (1370

Substituindo os valores acima em (13.69) e identificando os respectivos termos
vem

g;f’__:_27§zu—'y?'3:_ +6r, .
' =—2afz— Py +alx,

zl=(aé+7ﬂ)z,+ﬁ(5:1‘+—a’yr_ (13.71)

O'ﬁue nos permite obter as expressoes para ', ¥ e =’ e concluir que a matriz
R em termos dos parametros de Cayley-Klein é dada por
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[P =P+ 8) (=Pt ) gb-af
R= k L(af = byt —0t) P+ P ) iy tap) |
86 — av i{ory + B6) ad + 08

"(13.72)
Passemos, agora, para a obtengio das matrizes ()'s em termos dos dnguloes de
Euler. Hi uma maneira dirsta de se fazer isto que ¢ comparcy arelagis (13.72)
com (13.29) e obter um sistcma super, resulvido znvol~ende rove equagies.
Este processo é muito trabalhoso. Seguiremos am caminho mals simples e por
onde obteremos informagdes complementares interessantes.

A matriz R, dada por {13.29), foi obtida através das matrizes A, B e C,
dadas por (13.28). Como sabemos, a cada uma dessac matrizes corresponde
ume matriz €, no espago complexc, que charnaremos respectivamente de Qg,
Qs e Qy. Em virtude do isomorfismo, temos que & matriz R = CBA deve
corresponder a matriz ¢ = Qu(JeQly. Assim, da primeira rotacdo, dada por
¢, em torno do eixo z obtemos

2=z, (13.73)

Tendo em conta a relacio (13.71), e comparendo os termos de ambos os lados
desta expressio, vem

o = Fei?/? N

&= j:e_i¢’”“7:, /

ad = +1,

B=v=0 (13:74) -

A relagio ad = 1 nos diz que podemos tomar « e § ou ambos positivos ou
ambos negativos. Ests arbitrariedade na fase vem da transformacao de simila:
ridad= que admite tanto a matriz @ cono —¢). Portanto, a rada mairiz R do
espaco R corresponde duas matrizes complexas @ e <@ no espago Z2. Mesmo
assim, podemos ainda continuar falanda em isomorfismo da uma matriz R para
um par de matrizes ((},—Q)-

Escolhendo a fase positivs, temos
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Q. = / eié/2 0
PN g e )
Esta é a forma para as rotagdes onde z é constante. Seguindo procedimento
semelhante, obtemos que

(13.75)

g g
COsS 5 T5€hk5 -
Qoe=1} . b g (13.76)
- \\ 18eny  COS g
N : ) ei'tbllg 0
Qu = ( I ) : (13.77)

A forma da matriz (13.76) corresponde a uma ratacao para 2 constante. Final-
mente, a matriz Q em Z° relativa & R em R* é diretamente obtida substituindo
as relagdes (13.75){13.77) em @ = Q4 Q0@ s,

W02 ppg & ; oi9=6)/2 gan £

Q= .e—_ ~ SOS 2, 2_6- e ’sen% . (13.78)
je v 2gen § e HYFAN/2 oo §

Antes de terminar esta se¢do. acho oportuno falar sobre mais alguns detalhes

do que estamos vendo. Podemos escrever a matriz P, dada por (13.59). da

seguinte maneira

P=zo,+yoy+ 205, (13.79)
onde
o — 01
A1 0y
oo [0
vUhg o0
1 07 ‘ e s
a::(u _1 13.80)

sio chamadas de matrizes de spin de Peuli. Elas, juntame;nte com a martriz
identidade, formam um coujunto de quatro matrizes linearmente independe:-
tes. Assim, qualquer matriz 2 %2 pode ser escrita como uma combinagan linear
dessas matrizes.

No caso das matrizes Qp, Qs € Qy, terfamos
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=
I

1 ros é <+ i, 8en —
2 Z

1 8 . n9
Qe =1 cos §+wzse 2 ’.

Q. =1 cos v + ig, seni . {13.81)
2 2

Observamos claramente nas equagdes (18.81) a forma das marrizes para vota-

¢bes em torno do eixo T (Qg) e em torno do eixo z ((Jg e Qy). Para rotagdes

em torno do eixo y, usarfamos oy, Temos que oz, oy € 0, sio ditas geradores

das rotagoes em torno dos eixos x, ¥ e z respectivamente.

Notamos, ainda, que os angulos ¢, & e ¥ sempre aparecerm divididos por
dois. Esta é uma cuira maneira de se entender porque a cada matiiz no espago
R? correspondem duas no espago Z2, pois uma rotacio dé 0 a 27 em k>, volta-
se & situacio primitiva. Mas em Z° nao. Substituinde-se ¢, 8 e 3 por ¢ + 27,
# + 27 e ¢ 4+ 2, respectivamente, em (13.81}, obtém-se que

o N —Ce,
Qu — —Qu. (13.82)

Entin some 14 tinhamne sricta o cada matriz R em 3 carreanonde nm nara

Entie, comn i
(Q,—Q) em 72

Maiores explicacoes scbre tudo que acabamos de ver sergo sac obtidas
quando do estudo de teoria de grupos ¢ do estudo de mecdnica quantica.
Vamos voltar 2o estudo do corpo rigido. '

13.4 Teorema de Euler

No infcio do capitulo, tinhamos chegado 4 conclusie de que a localizagao de
um corpo rigido no espago é feita por seis ccordenadas generalizadas indepen-
dentes. [essas seis coordenadas, escolhemos trés espaciais para localizacio de
um ponto do corpo rigide e mais trés angulares para localizagdo da orienta-
¢ao do corpo rigido em relagio a este ponto. Nesta dltima parte, usamos os
angulos de Euler. :

H4, entretanto, um detalhe iinportante que deve ser ressaltado. O fato de
a localizacdo do corpo rigido poder ser feita com trés coordenadas espaciais e
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trés angulares nao significa claramente que o movincato possa ser separado
em uma transiacao de um ponto mais uma certa retag’s em relagdo o esie
ponto. No casn de este ponto ser o centrn de massa. tal separa o é imediata.
Lembremos das equagbes (10.20) e (10.26) para o case geral de um sistema de
particulas,

L=Rx (MUY 4+ 7/ x5, (13.33)
Q
h - 1 2 i R 12
‘ T=3MV?+ 3 D (13.84)

onde o indice a estd representando as particulas do ecrpo. Mais especifica-
mente, o quu estou querende dizer é que se este ponto ndo for o centro-de-
mass:, tal separacao nao € dhvia {veja como as relugdes acima foram demons-
tradas).

Uma solugdo seria trabalhar apenas com o centro-de-massa, mas nem sem-
pre isto é a melhor escolha. Vamos entao demonstrar um teorema, devide a
Euler, que estabelece 0 seguinte:

O deslocamento geral de um corpo rigido com um ponto fixo £
uma rofacao com respeito a um certo eixo. ’

Sejam novamente os sistemas de eixos z.y,2 e ;7,2 como mostra a
Figura 13.1 {onde o sistema 2z, ¢/, z* estd fixo a0 corpo e se desloca com ele).
O sistema r.y. 2 estd imével.

Jé vimos que as componentes de uin certo vetor. em relacio a dois sistemas

- de eixos, estdo reiacionadas por

Vi=RyV;, (13.85)

ou, 1ais compactamente.

Vi=RV. (13.86)
na forma matricial, onde R é a chamada mat-iz de rotagio e seus coeficientes
podem ser escritos através dos dngulos de Euler [veja Eq. (13.29)].

Consideremos ¢s dois sistemas inicialmente coincidentes {(t = 0). O teo-
rena estabelece que nom instante posterior qualquer ¢ > 0, o sistema de eixos
preso an corpo pode ser localizado por uma rotacao simples em relagio a um
certo 2ixo.

A demonstragao do teorems consistird no seguinte. Sabemos que, na rota-
¢ao, os pontos do eixo de rotagao nao sic afetados peio processo, Entéo, para
um certo vetor Z deste eixo, aeveremos ter
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7' =R%=12Z, (13.87)

o TG ir O PV A AR 4
onde Z° 6 uma malils coflvepoundents ac volor B sotema (T, .7, 2 £, 00

sistema (2,,z). Assnn, a demonstracao do teorema consistird em mostrar que
existe um vetor 7 tal que a relacio (13.87) seja satisfeita. Esta equagdo ¢ um
caso particular da equagéo de autovalores

RZ=M\Z, (13.88)

onds X e Z 880 0 autovalor € o autovetor da matriz R, respectivamente. Como
vemes, a Bq. (13.87) é um caso particular de (13.88) para A = 1. Entao,
em outras palavras, o teorema de Euler estabelece o seguinte: A matriz de
rotacao R possui sempre win autovalor +1.

A Eq. (13.88) permite escrever

(R—X1)Z =0. {13.89)

Considerando Z = (zy, 22, z3), temos

(Rn — )\) 2z + Bigzo + Riaz = 0,
Rorzy + (Roa — A)za+ Razzy = 0,
Raiz1 + Razza+ (Raa — M) =0,
(13.90)

Como j& era de se esperar, o sistema de equagdes dado por (13.90) é inde-
terminado para z,z,23. lstc pode ser observado em (13.88), pois se Z é um
autovetor de R, temos que ele, multiplicado por uma constante, & alnda ui
autovetor. Para que o sistema de equagdes (13.90) apresente um solucao di-
ferente da solugdo z; = zp = z3 = 0, deveremos ter que o determinante dos
coeficientes de (13.90) seja nulo,

Ryy—MN  Rp Ry3

det Ran Roa— A Haa = 0. (13513
Ry Rzz Rz — A

A equacao acima é chainada de equagde caracteristica. A solugao desta equa-
¢io dé-nos os autovalorcs para a Eq. {13. 83).

Entdo, para demonstrar o teorema de tuler, temos de mostrar que pelo
menos um dos autovalures é igual a +1, pois, sé assim, (13.87) serd verifl-

cada. Tudo que faremos a seguir consistird em mostrar isto. Primeiramente,
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observemos que, embora K seja nma matriz real (seus coeficientes sio reais),
a solugdo da equagao de autovalorc.; {13.8%) pode possuir A e Z complexcs. &
claro que essas quantidades ndo possuiri, sienificado fisico. mas fiea claro mne
elas podem perfeitamente existir, Mesmo havendo a possibilidade de solucdes
complexas para A na Eq. {13.91}, fica claro quc pelo menos um deles deve ser
real, pois ela é uma equacao cibica em A e as solucies complaxas ocorrem aos
pares.

Como segunda etapa, mostremos que A, en.Dora possa ser complexo, sem-

-..pre possul médulo 1. Tsto € visto considerando-se que o madule do vetor é

invariante nas rotagdes, No caso, temos de ter cuidado com a pcssubﬁldade de
autovetores complexos Assim, o médulo seria '

|2 =2"-Z. (13.92)

Estamos querendo que

2z=2"7, (13.93)

onde Z é uma matriz linha. Substituindo Z por AZ em {13.93), encontramos

RR=XAR'R = XNA=1 = Ai=g®, (13.94)

As solugles reals sao £1.

Finalmenie, vamos mostrar que nao é possivel, no caso de a transformacao
ortogonal ser uma rotagao (poceria ser também uma inversdo de eixos), deixar
de haver o autovalor +1. Para isto, vamos acui abrir um paréntese para
discutir um importante ponto, que usaremos bastante mais tarde. Seja um
certo operador matricial 0. Consideremos que este operador atuando sobre
um certo vetor I/ dd-nas um outro vetor W isto é°

W=0U. (13.95)

Esta equagZy estd definida para um certo sistema de eixos, por exemplo, 2.y, 2.
Consideremos agora um outro sistema z’,y/,2’, obtide do primeiro através de
uma transformagdo ortogonal B

-

R
(T: e z} - (I’: :f': Z") .

Vamos passar a Eq. (13.95) par: o sistema {z',5/,2"). Como U e W sdo vetores,
temos
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U'=RU,
W' =RW. (13.96)
Utilizando (13.95), vem !
W= RW=ROU=RGRRU = RORU' =C'J', . (13987)
onde
O’ = ROR, (13,98)

scndo O o operador O escrito no sistema de eixos com linha. .Os vetores
transformame-se como (13.96) e os operadores como (13.98) [J4 tinhamos visto
algo parccido na obtengio de (13.62)]. A transformacdo (13.98) ¢ chamada
transformagido de similaridade. E as vezes importante ter O num certo sistema
para o qual ele € diagonal. Mostraremos a seguir que este problema esta
relacionado com o problema de autovalores e vice-versa. Seja O' na Eq. (13.98)
diagonal

/2 0 0
=10 XA 0 }. (13.99}
0 0 X

Ok elementos de matriz de @Y nadam genericamente aer eerritneg nnr
) M matri T A

ij = A() &5 . (13.100)
Assim, considerando {13.98). temos
04 = Ry Ou By; . (13.101)
Eatao,

Ry O Ry = M} 65 - (13.102)

Multiplicando ambos os ladus por Ry, temns

R iR Oy Ru = A7) Rmi"j
= A Oki RJJ = \(J Rm;

CAP{TULO 13. CORPO RIGIDO - PARTE il 315

A equugio acima ¢ wua equacdo de autovalores do tipe OX = M X, ende
0s autovetores A sao 05 vetores correspondentes a cads coluna da marriz 7

~ rmen A P PSP I L | I ceaio FY £l
y\..’ ARt SOINCLInS ALy KA etda kil 2iii1.a QG IGI1E e \JAJQLLALJ qu.c B \JuuL o

diagonalizacao). Os autovalores sdo os elementos diagonais da matriz diagonal
O'. Portanto, vemos que o preblema da diagonalizacio estd relacionado com
a soluc@o de uma equacio de autovalores.

Voltemos ao nosso problema inicial. Tinhamos concluido que A = ef© [veja

E 13.94)] e que, conseqilentemente. os autovalores reais possivels seriam
q. s q

£1. famos mostrar que no caso das rotagoes nao € possivel deixar de haver o
autovalor -+1. Vamos mostrar isto agora. Primeiramente, sabemos que se A é
uma solugac de (13.91), A* também o serd. Fin outras palavras, os autovalores
complexos sempre ocorren 20s pares. Assim, os dnicos conjuntos de solncio
onde ndo haveria o autovalor +1 seriam

M=-1, ha=e%elg=e"
e AM=M=XA=-1. (13.104)

Esses dois casos ndo correspondem a rotagdes. Isto se deve porque. sendo o
determinande de uma matriz o produto de seus autovalores (lembrar de que
o deferminante de numa matriz Nao varia com uma transformagéo de similari-

’43.'4”\ s dois CC:}julf‘»u aoima das SCopic it L&l..l.JilL.LALI 1gi_iul d -I.Sh.[)uluua
que este caso estd relacionado a uma inversio de ¢ixos e nao a rotagoes. Assim,
concluindo, sempre hd o autovalor +1 nas rotagdes, o que prova o teorema de

Euler.

Para finalizar esta se¢dn, vamos mostrar que podemos escrever o angulo
de rotagdo, relativamente ao eixo acima considerado, através dos Angules de
Euler. Relembremos o que estamos fazendo. Tinhamos inicialmente dois sis-
temas de eixos x,y, z e ', 1/, 2’ que, num certo instante, estavam coincidentes.
O sistema z', ¢/, z* era considerado estar pPTeso .0 corpo ¢ movia-se com ele. O
sistema x, y. » era um sistcrna imével (veja a Figura 13.1). Num certo instante
posterior £, a matriz que relacions as componentes de um vetor em relacdo aos
dois sistamas vscritos em termos dos angulos de Enler, é dado por . 13.291.

rr

Seja agora um outro sistema z%y”, 2" tal que, Lor exemplo. o cixo :
Commda com o eixo de rotagao do corpo rigido. Este sistenaa de eixos, como
z,y, 7, também ¢ imdvel. Entdo, no instante t, a matriz que relaciona as
componentes do vetor nos sistemas z’, i, 2 e 2", 3", 2" é
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f’ cos P send® O
R=! —eom® cosd o 1. /13105

N 0 o 1/

As matrizes R e R’ diferem por uma transformagao de similaridade € como o
trago é invariante nesta transformacio, temas

2cos®+. = cosycosg— v‘:os(:)senqﬁsen'gf/
—sen P sen ¢ + cos @ cos ¢ cosy -+ cosf

= COs%Y cos¢ (1 + cos 9)

—sen ¥ sen ¢ (1 + cos 8) + cos ¢ g
= (1+cosf)(cosyp cos — songsen $) + cos
= (1+cos€) cos(g!)—kgb) 4+ cosd. (13.106)

Os exemplos que vamos analisar de corpo rigido, quande o ponte considerado
para origem do sistema de eixos preso ao corpo nao coincide com o centro-
de-massa, é com um ponto fixo (caso do movimento do pifo). Nao vamos
considerar nenhum caso onde, além disto acontecer, tenhamos também uma
transiacao. Mesmeoe af o movimento geral do corpo rigido poederia ser separado
numa rotagdo mais uma translagio. Fste é o chamado teorema de Chasles.
nao vamos demonstrar este teorema aqui.

13.5 Momento angular e energia cinética do corpo rigido

Esta parte ja fol desenvolvida com detalhes no Capitule 10. Vamds apenas
revisar e enfatisar alguns pontos que serdo tteis para o desenvolvimento que
faremos aqui. Seja o movimento de um corpor rigide com um ponto fixo.
Como vimos, este movimento pode sempre ser considerado como rotacéo no-
entorno de um certo eixo. Veja a Figura 13.9, onde & é a velocidade angular
de rotagao do corpo rigido em relacio ao eixo considerado.

O momento angular total de corpo rigide em relagao ac ponto O serd

L= Z'ma(ﬁl Xz—:'a) = Z?ﬂa[Fa b (wxﬂ)] = me [rgu_)'— (F'a -JJ) Fa} .
a a d

(13.107)
Podemos escrever esta expressao matricialmente como
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Figura 13.9: Rotacio de um corpo rigido com um ponto fixo.

- cixo de
rotagio

-
w

e _

potito
fixo
Lz Izz Ixy Ir: Wy
L, | = L Ly L. (wy , (13.108)
L, Loy I:y I.. W
ou, simplesmente,
L=1u. (13.109)

“onde L, I e w sdo as matrizes especificadas na relagio (13.108). A matriz { &

chamada de matriz de inércia. Os seus elementos

,:-1
H
it

Zm“ (r2 - 22}, = Zma (2 +2))
a
Iyy = Z Mg (1"3 - y?;’) L= Zma {Ig + Z;-))

Q a
I,,= Zma (r2-z2),= Zma (3 + va)
a a

(13.110)

530 os conhecidos meomentos de indrcie em relagao aos eixos @, ¥ € z, respec-
tivamente. Os demais elementos
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Podemos escrever também T através do tensor de 1mercia.
Fey = 4 S 1
dry = Ay T 7 rlaraya s oot _r -
Y La.( T = §Zmﬂ{wra-»(u-ra”
a
L,=1n=- E MgTaZe 4 i 2
N = 5 § Mg (03w T2 — W; Toj (3 Taj}
Ly=Iy=~- E MaYnia s (13.111) ) 2
¢ @ ) ) = zu.,‘..v.)j E Ty 1:7'0_ 51'} — Xai *a}]
o ) -
sio chamados de produtos de inéreie. De uma maneira ger al, 0s nove elementos . . . ,
da matriz I, que podemos compacteainente escrever _ | = gljwiw
-
Lo -
Iy ="y ma[ra by — xiaj] (13.112; = gelw. (13.117)
@

(onde substitufimos z = zj, y =x7e2z= x3) constituem um tensor, o chamado
tensor de inércin, conforme mostramos no Capitulo 10 (veja também Apéndice
B). ‘
Quanto & energia cinética do corpo rigido, consideremos uovamente'a Fi-
gura 13.9 e os mesmos argumentos vistos naquela oportunidade. Ela é dada

13.6 Movimento do pido

Para fins de comparagéo, acho oportuno relembrar os principais resultados
deste problema, obtidos através do formalismo newtoniano (veja Capitulo 10).
Naguela oportunidade, tinhamos optado em partir das constantes de movi-

por mento. Os dados relevantes encontram-se na Figura 13.10. Por questées téc-
nicas, referimos o problema. aos eixos z’, ' e z’ que séo eixos principais e onde
T = Z Em V2 = Z “img (6 % Tg) - (W% Ta) - (13.113) os momentos de inéreia nio variam com o tempo. Assim, a energia total era
2t a 2 dada por
Usando a conhecida identidade vetorial (@ % b)-(Exd) = (@-&){b-d) — (@-d}{b-2). .
temos E = 5@ Iw+ Mgicosf
Y ; 1.
T = .1_Tm,g wgrgﬁ{u}%'ﬂ)z] - - (13]-]-1) = ;w' I'u;’—i—f\/fgfcos(}
2 ] + = &
a
. 1 2 2 1., 9
Seja i o unitério ao longo do eixo de rotagio (& = w ). Assim, | = oI (wptwy) + 5w+ Mgleost,
. _ . : | (13.118)
T=2Y mairi- (@ m)]w? =5 I, (13.115)
2 " ‘ onde wyr, wy € we 530 dados em termos dos dngulos de Euler por (veja Capi-
tulo 10 para detalhes)
onde ) ,
2 N - . .
I=Zm“ [ru = (7)) (23.216) wy = ¢stndsenyy + fcosy
a

. Wy = ¢serd cosy — @seny
& o momento de inéreia em relacio ao eixo de rotagao. E importante atentar

. ... wr=.c059+‘. 13.119
que a relagio ¢ valida para qualquer eixo ¢ nao apenas para 0s €1X0S PTilCIpals. 2 =¢ P ( )
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Figura 13.10: Mowimento do pido.

LINHA DQS
NODOCS

Acho oportuno relembrar o comentério que fizemos no Capitulo 10. No pri-
meiro termo da expressao (13.118). %QI w, a matriz de inércia é varidvel. Por
isso, passamos para %Q’I ', onde a matriz de inércia ¢ dada em termos de
ronstantes. Entretanto, referir o problema a este sistema de eixos nao significa
que estamos trabalhando num referencial nao inercial (se estivéssennos, o corpe
rigido neste referencial estaria em repouso, & = 0). FEstamos, simplesmente,
tomando as componentes de & em relagdo a este novo sistema de eixos {onde
os unitarios nao séo constantes). O torgue externo é o mesmo (7 =7 x Fe
F=7 %} onder =7). B

Substituindo (13.119) em (13.118). obteremos a expressao da energia total
em termos dos Angulos de Euler

]. r - . 1 B .
E= 3 17 (6% + ¢* sen®8) + §I§ U+ deos8)’ + Malcosh. {13.120)

Para obter as outras constantes do movimento, notamos que o torque é semnre
perpendicular aos eixos z e z'. Logo, as componentes do momento angular ao
longo destes cixos sa0 constantes (veja Capitulo 10 para detalhes),
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Ly = I {1+ deosd) (13.121)
L, = (I}sen® @ + I;cos?8) ¢+ Iyeos 6 9. (13.122)

As constantes do movimento sio dadas, portanto, pelas relagbes (13.120)-
{13.122). E fcil ver que ¢ solugio do problema fica a menos do cdleulo de trés
Integrais, como es.uda.nos no Capitulo 10.

Tascemos agora a ver como se chega a este mesmo ponto através do forma-
lismo lagrangiano. Seja o mesmo pido da Figura 13.10, sé que raciocinaremos
sam forgas e torques. A obtencdo da energia cinética, em nada difere do que
foi feito acima. Como a energia potencial V € igual a Mglcos 6, temos que a
lagrangiana é dada por .

L= %I{ (@ + 42sen?6) + %Ig (4 -+ feosB)’ — Mglcos 8. (13.123)

Observe que as coordenadas ¢ e ¢ séo ciclicas, portanto, py e py sdo constantes.

aL . -
pqs = -8—(,5- = (Iisenz H +I{3C052'9) (nlerIé?-:b cos B
(13.121)
Al. L
pp =77 =L+ ecosb)=lyus,
o
(13.125)

onde wy é comstante. Como a lagrangiana nio depende explicitamente do
tempo, uma outra constante do movimento é a energia total, dada por (13.120).
Estas sao, portanto, as mesmas constantes encontradas através Jo formalismo
newtonianc, onde py = L, e py = L. '

Daqui para a frente, o procedimento ¢ o mesmo para os dois formalismos
e os resultados sdo 0s mesmos encontrados no Capitulo 10. Vamos apenas
complementar um pouco aqucle estudo fazendo algumas previsbes quantitati-
vas quando inizialmeute temos 8 = 0, ¢ = 0 e a energia cinética inicial sendo
niuito malor que a maxinia variacao da energia potencial, isto é,

% Lw? > 2Mgl. (13.126)



322 ' CAPITULO 13. CORPO RIGIDO - PARTE i

Extensdo da nuta¢do:

Como ji falamos, estd clarc que o Unico movimento possivel apos v Lusbasiic
inicial (t = 0), serd a queda do corpo, isto é, o aumento do angulo §. Chame-
mos 8y o angulo # para t = {. Este &ngulo corresponde ao angulo limite 8y das
Figs. X.31-33. Tendo em couta que em ¢ = 4, 4 = 0, temos, pela Eq. (10.91),

,
b—acosfy=0,

b= aug, (13.127)

para g # 0 [veja o denominador de (10.91)]. Também temos, usando a relagio
(10.93) que (observando que em t =0, § = 0)

a=fBu. | (13.128)

Com essas duas relagdes, podemos escrever f(u) da seguinte maneira

Flu) = (ug —u) [BQ1 - v®) ~ a®(uo — u)] . (13.129)

Como nao podia deixar de ser, uma das raizes de f(u) é u = up. Calculemos a
outra raiz e, assitn, teremos uma medida quantitativa da extensao da nutacao.

B0 - ) —a’(ug—u) =
a? a?
= W -—u+—u—1=0

8 B

a ad u? Q
= u_ﬁﬁivrﬁz~7+l
(13.130)

A solugio comi + é sempre > 1. Portanto, ndo serve. A solugao que procuramos

-

e

2 2
v & (1 _ \ﬁ %@uﬂ + 4_/3_) _ (13.131)

O termo 48/a? é muito menor do que 1, conforme podemos diretaniente com-
provar. Considerando os valores de S e o dados em (10.90) e tendo em conta
(13.125), ven
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43 Mg T2 I, Mol .
r=t L=t (13.132)

‘4 Rt e

Pela condigio (12.126), este termo ¢ muito menor do que 1, a nao ser que
I) »» Iy. Entretanto, esta Gltima condigio corresponde a um corpo coim a
forma. de um charnto. Nao estamos considerando tais corpos. Portanto, 45/a*

é realmente muito menor ds que 1. Assim, usando a expansdo hinoinial, temos,

“desprezando termos infinitesimais de ordem igual ou superior a {3/a* )2

1y

wy = ug — %seng 8. (13.133)

Como estamos interessados na extenséo da nutacgo, frzemos

Asenfy B Il AN gl

= n%6, 13.134
a2 I3 Ig.,dz, sentto - ( )

Il = ug—u; =

Considerando o que foi dito quanto a f; e [3, vernos que quanto Maior w,
menor sera a extensao da nutagao.

Fregiiéncia da nutagio:

Para as condigbes acima mencionadas. podemos obter a freqiiéncia de nutagao.
Como j4 foi dito, a extenséio de nutagio ¢ muito pequena. Assim. podemos
escrever

1 —u? 2 sen?fy. {13.135)
Substituindo estc resultado em (13.129) e tendo em conta que f(x) = % = &
{pois z = up — u), temos
-9 72 2 ' d&’ .
i =z (Bsen’fp - a’z) = —m—— =adi, {13.136)

VIix -zt

onde z; = @sendy/a? [veja Egs. (13.133) e (13.134)]. Considerando que
r =90 para t = 0, temos que a <olugac da integral {13.136) fornece

z-= 1_21 (1 — cos at). (13.137)

Entio, a é a freqiiéncia angula: de nutagio do eixo do corpo entre g ¢ 6, que
é tanto maior quanto maior for w, (a = u./I}).
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Velocidade de precessac:

Combirando (10.91), {13.127) e (13.137}, encontramos

é= -2% (1—cos at}. (13.138)

A velocidade angular de preressao varia harmonicamente com o tempo, com a
mesma, freyiiéncia de nutacdo. A velocidade média de precsssao é diretamente

dada nor )

=2 =
a  Jgw,
que 4 tanto menor guante maior for w,.
Podemos nos aprofundar mais neste tino de problema determinande para,
que condigoes iniciais terem.os uma precessio completamente sem nutagao,
isto é, o dngulo & deve permanecer constante tode o tempo, igual ao seu valor
inicial #5. Em outras palavras, @, = &y = 8y. Iiste é o caso da Figura 10.28,
onde f{u) deve possuir uma raiz dupla no ponto v = up. Tendo em conta as
refacdes (10.93), (10.95) e (10.96), para que f{u) = 0 em & = 0y deveremos ter

(13.139)

§2 =0 em 6 = 6p. Mas para que f (u) tenha raiz dupla em ¢ = 6y, deveremos

ter, também, ¢ = 0 para 6 = 8p. Vejamos isto. J4 que §2 & uma funcio de 6,
temos

- ‘
b (13.140)
7 ; . )
para @ = f, que ¢ a condicio para @ ser raiz duplal
Por outra lado,
6° _ 4d0 _ 2 d

R ey It Cg— 9. (13.141)

Entéo, d6%/d9 = 0 para 6 = 6y corresponde a § = 0 para 0 = 6;. .
Vamos, entaq, extrair a condigdo de raiz dupla a partir de {10.93). Deri-
vando esta relagio com respeito ao tempo, vem

Asend  a(b—acost) cos 8(b — a cos §)?
2 send ‘sen? §
Pela condigao de raiz dupla em 6 = 8y, temos

&=

(13.142)

1 = P . S - .
Uma fungio quando possui taiz dupla, sua derivada em relagiis 4 varidvel também se
anula.
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Ié) a(h —acosdy)  cosdp(b— ncosdy)? .
— - : ) 13,143
2 sen? & sen? On (13.143)
Usando a relagao (10.91), vem
il _ 12
3 =a¢—cos Gg&°, (13.144)

§
| }
onde ¢ é tomado em § = ;. Substituindec os valores de 3 e a, obtidas ean

-{10.90) - (10.92), vem

Mgl I3 . D i
LT qﬁ(gb . gﬁacosé’g)—uosf?oé

= Mgl = ¢ [Lh— (I, — ) cos 8] .
(13.145)

Entao, para que haja apenas precessao (sem nutagic), deveremos ter para
8 =40y 0=0,0=0¢d e satisfazendo & relagio (13.145). Como vemos, um
deles {¢ ou ) pode ser escolhide (ndo tao arbitrariamente) e o outro deve ser
determinado pela Eq. {13.145). ‘_

Quando disse acima que a escolha nio é tao arbitrdria é porque (13.145) é
quadrética em qb e o discriminante deve ser maior ou igual a zero a fim de que
q{S seja real, isto é,

Iy & — a0l — I3) wus 66 = (13.148)

Esta equagio limita os valores possfveis de 3 e fy. A Eq. {13.145) dd-nos duas
snlugbes para ¢. Eseas solugdes sho conhecidas como precessdes rdpida e lenta.
Podemos notar também que gb = { nunca pode ocorrer para 1;’; finitc,

Como iiltims andlige, vamos considerar o caso em que, iniclalmente, 8y = 0.
Isto é, para t = 0 o eixo de simetria do corpo coincide com o eixo vertical.

- Isto implica que pg e py sd0 coincidentes [veja (13.124) e (13.125)]. Assim, de

(10.90), temos

a=bh. (13.147)

Temaos também que,

E=Mqgl, (13.148)

pois"é =0efd =0 Lembrarque E=E- I 3w ,. Considerando as definigdes
de a e 3 [veja (10.90)], temos, em virtude de (13.148).
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a=p. (13.149)

Usando as expressdes (13.147) e (13.149), temos que a relagio (13.129) passa

a ser
‘

Fuy = (1 —w)?a(l+u) —a’]. (13.150)

Como vemos, u = 1 é uma raiz dupla. A terceira raiz € dada por

2
a(l+ug)~a’=0 = u;;:%—l. (13.151)

No case de us > 1 (ndo existe fisicamente), o movimento do corpo serd sem-
pre girando no eixo vertical. Néo haverd nutacdo. ©Q gréafico f (u) versus u
seria dado pela Figura 13.11. 86 haverd nutagao se ua < 1 (e maior gue -1
naturalmente), que ¢ o caso da Figura 13.12.

Figura 13.11: Caso de movimento girando sempre no eixo vertical.

t Sl

-1 -1 /

VAV

O limite de nutacio serd cosd; = uy. O caso limite corresponderd a ug = 1.
Assim,

a’ IPu 4Mglol
=1= —=1= =3 =9 o 2= 2L 215
s o 21 Mgl v 12 (13.152)

Se w, > ', 0 movimento ndo terd forca de nutagdo. S6 haverd nutagio se
Wyt < W

O que acontece na pratica é o seguinte. Consideremos que o piao corwcee
girando com o eixo de simetria na posi¢ic vertical e com w. > w'. Devido a0
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Figura 13.12- Caso em que haverd nutag3o.

& fle)
i

/ ' 4 H]/\‘ / » i
-1 / +1

atrito com o ar, w, vai diminuindo. Apéds atingir o valor limite, comeca a ter
nutacao.

» Exercicios

13.1%. Com o uso da definicio de determinante, relacio (13.46), mostre que
det(AB) = det Adet B. ‘

13.2. Como vimos no texto, nem tudo que tem indices é vetor ou tensor.
Verifique se J;; e €k S0 tensores.

13.3. Mostre que IxJ= f tendo em conta que zs componentes de J sio
operadores satisfazendo as seguintes relacoes

Jydy — b1 =5,
Jody — Jydy = Jy,
L5~ D=5

O, compactamente,
J,'Jj bt .]J'J,' = €k Jk N U

13.4*. Mostre que as matrizes de spin de Pauli, dadas por (13.80), satisfazem
3 relacdo

a;g; = ifijkfrk ,+1 5{j



328 CAPITULO 13. CORPO RIGIDO : PARTE i

orde 1 é a matriz identidade 2 x 2. Considerando & =g + jo» + ko3, mostre
aue

onde @ e b 530 vetores comuns. .
{

13.5. Ache a transformacio ortogonal que leva o sistema de eixos (z,y, z),
mostrado na Figura 12.13, para um novo sistema (z',¢/, 2'}, tal nue meste novo
sistema o vetor F” s6 possua componente em y'.

Figura 13.13: Exercicio 5.

z
A\“- -
-~ F
o0e/ |
~ :
e ¥
..... 800 Tt

13.6. Obtenha as relagdes (13.70).

13.7. Obtenha a matriz de rotagdo R em termos dos pardmetros de Cayley-
Kiein, dada por (13.72). ‘

13.8. Obtenha (13.73).

13.9. Idem para (13.74).

13.10. Idem para (13.76) e (13.77).

13.11. Obtenha as matrizes de spin de Pauli dadas por {13.80).

13.12. Obtenha as .elagBes (13.81).
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13.15. Mostre que todo eixo que passa pelo centro de um cubec € principal,
18.14. Idem paca {13.133).
13.15. ldem para {13.136}.
13.16. Idem para (13.137).
13.17: ldem para {13.138).

13.18. Mostre ou explique que uma func3o quando possui raiz dupls, sua de-
rivada em relacio 3 varidvel também se anula.



capituLo 14

Formulacio Hamiltoniana da Mecénica Classica

~

O que vamos ver neste Capitulo €, em principio, uma forma alternativa de se
descrever a Mecanica Cléssica que é apoiado na fungéo hamiltoniana, em lugar
da lagrangiana. O ponto de partida continua sendo o principio de Hamilton.
A evolucao temporal do sistema fisico sera dade pelas equagdes de Hamilton
em lugar da de Lagrange. Elas séo equagbes diferenciais de primeira ordem no
tempo que, quando combinadas, levam s mesmas equagoes diferenciais ob-
tidas pelo formalismo lagrangiano que, por sua vez, €Iam as MesInas obtidas
pela segunda lei de Newton. Assim como o uso do formalismo lagrangiano
nio era operacionalmente vantajoso (nem desvantajoso) em relagio ao new-
toniano quande usado no campo de atuagdo da mecanica, © mesmo acontece
com o formalismo hamiltoniano. A vantagem esta na parte formal da teoria,
principalmente no que se refere a passagem para a mecdnica quantica.

14.1 Equac¢des de Hamilton

Clomecemos relembrando a funcio hamiltonizna, introduzida no Capituld 12
[veja relagio (12.41)] '

H=> pigi— g d.t) (14.1)

Ma formulagio lagrangiana, considerdvamos que as varidveis independentes
eram (g, g,t). No caso da formulaggo hamiltoniana o conjunto de varidveis
independentes ¢ dado por (g, p. ). Defato, é facil verificar que é este ¢ conjunio
de varidveis independentes para a fungio hamiltcaiana. Considerasxdo que
L = I{g,4,t), temos

331
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j,L:va_Ldn _;_T‘,@ 1 E.«‘-&
%‘8q~; APl T
ar,
=5 g dg; + —=— dt, :
Zi: - da +Zp= G+ 35
(14.2)

onde na segunda passagen: foi usada a defini¢io de momento candnico. Tendo
em conta que podemos escrever p;dg; = d{pigi) — gidp;, temos, combinando
este resultado com a relagio (14.2), ‘

aL oL .
d(Zplqz- Ly= Zqz ol;oa 5, e = 7t (i4.3)
De acordo com (14.1), vem

: L aL
i i '

O que mostra nitidamente que H = H{(q,p,t). Observe que parsa se chegar a
esta conclusdo, nac fol necessdric usar a equagao de Euler-Lagrange, apenas
usamos a defini¢do de momento canénico. Isto significa que H = H{q, p, t) in-
dependentemente do principio de Hamilton, cu seja, mesmo tora da trajetoria
cldssica.

Se reescrevermos a relacio acima na traietdria classica, o que pode ser feito

diretaniente comn o uso da equacgio de Euler-Lagrange, isto &, pel& substituigdo
de 8L/8¢; por p;, temos,

dH = Z q1 dp: sz d% - dt (145) .

Por outro lado, como H = H(q, p,t), nudemos escrever

ol
dif = Y\_d““za dp1+%fdt. (14.6)

Comparando com a.relagio anterior (que foi escrita sobre a trajetdria clissica),
temos

.__‘
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oH

G = (14.7)
aps
oH
",‘ = - . 14.8
P % (14.8)

Estas s?ao as chamadas Equacdes de Hamalion!.

Nao foi escrita a relagao

-@ﬁ = T por ser uma mera identidade [veja expressao (14.1}].
Para obter as relagdes {14.7) e (14.8), fizemos usc da equagao de Euler-
Lagrange. Isto garantiu a evolugdo correta do sisterna. Poderiamos, aiter-
nativamente, em lugar de usar a equacdo de Fuler-Lagrange ter partido do '

principio de Hamilton, isto €,

§ [ Had =0, (149)
t
e substituindo L pela expressdo obtida de (14.1}, isto &,
iz
5/ [Zpiéi - H(q,p,t)] di=0. (14.10)
1 B
Desenvolvendo a relagio acima, vem
‘2 el aH
/ Z B i + d: 09 — 5 - g — - (5}7,] dt=0. (14.11)

Como nos extremos t] e {y. dg; = 0, temos

to tn
i

JiE 1

Substituindo este resultado na expressao anterior e arrumande conveniente-
mente 05 termos, Vel

f: Z[(q - %) Spi = (B + %?) dgjde=0. (413

E preciso ter um pouco de cuidado antes de se concluir alguma coisa desta
equacdo. Embora as varidveis ¢; e p; sejam indepencentes, nao podemeos dizer

10bserve que a Eq. (14.7) foi obtida sem a necessidade de se considerar a trajetéria
classica. Ela esta relacionada com a expressio do momento. Adiante, falaremos mais sobre
isto.
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que oc coencientes de ég; o dp; sejam nulos na relagio (14.13). Para no.
convellcermos disto, voltemos ao Capitulo 12 e relembren:os da oblencio da
Equagao de Buler-Lagrange. Naqueia opoiwnidade, wiulains

‘/-tzz oL g+ J.Eé )dt—O (14.14)

Ora, apesar de g; e §; serem independentes, ndo concluimos que os coeficientes
de dg; e &¢; fossem nulos. O mesmo acontece agoraz. Seja, entdo, a relacge
{(14.1) e tomemos a derivada em relagao ao momento de ambos os lados

a(.{t oL aQt . -
; — = = q . 14.15

que ¢ uma das equagc')es de Hamilton [veja (14.7)]. E interessante observar
que esta relacdo foi obtida diretamente das definicoes da Hamiltoniana e do
momento candnico (veja nota ). Nao foi preciso usar as equagdes de movi-
mento. Ela vale mesmo fora da trajetéria cldssical Assim, csta expressie néo
estd propriamente relacionada 4 evolugao temporal do sistema. Ela é apenas
uma consisténcia em relagao 4 defini¢ao de momento.

Levando o resultado dado por (14.15) em {14.13), termos

tz
/ Z (5:+ )Jq,dt (11.16)

Agora, sim, podemos sem divida concluir que p; = —dH/d¢q;, que ¢ a outra
das equactes de Hamilton.

Acho oportuno, neste memento, fazer uma andlise comparativa entre os
formalismos lagrargiano e hamiitoniano, Um ponto importante & destacar é
que ambos se fundamentam no principio de Hamiiton.

(i) No formalismo lagrangiane temas N equagtes diferencials de segunda
ordem, desenvolvidas num espago com N coordenadas generalizadas, chamado
espago dos configuracdes. No hamiltoniano, sZo 2N equactes de primeira or-
Jdem e o espago possui 2.V coordenadas (N coordenadas generalizadas € NV
momentos), chamado espago das fases. Diga-se de passagem que ambas os
casos fornecem as mesmas equacoes diferenciais (como ndo podiz deixar de
ser). Neste caso, como ji dissemos, n3o hd vantagers em usar um ou outro
formalismo, como vocé poderd comprovar nos exemplos.

?Este ponto embora seja desconsiderado por mmtas autores nao o é, por exemplo. no A.
Sommerfeld, Mechanics, pagina 219.
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(i) No formalismo hamilteniano, cs momentos ¢ coordenadas (quantida-
des independenies) ocupam ummz POSiCR0 quase que siméirica nas equagoes

- -

de Hainfiiou. O Mesino nae Uloile ita SGuagads ac T LAETALET S ILiegds L.
coordenadas e velocidades generalizadas.

(#44) Quando uma coordenads é ciclica na lagrangiena ela o é também
na hamiltoniana. Idem para a dependéncia temporal explicita. Entao, as
leis de conservacao para o mcmento coujrgado e hamiltoniana sdo também

direto.mente nbtidcs no foriualisiiuoe hamiltonianc.

14.2 Apiicagéés das equ.a<;6es de Hamilten

14.2.1 Mdquina de Atwood

Vamos, mais uma vez, fazer este sistema como exemplo. A finalidade € que se
possa [azer uma comparagao ampla sobre a utilizacko dos formalismos apre-
sentados. Pelos dados da Figura 14.1, temos

1, 1
T= 5?’1’&1.’12 +§m2:r ’

V = —mygz — mgg({l — 1)

1 ;
= L=T-V= §(m1 +my) i + (my — ma) gz, {14.17}

onde, na expressao da lagrangiana acima, desprezamos um termo constante
A expressdo da hamiltoniana é dada por

H:—.p:i:—L:p:i:—%(m1+mg)i2+(mg—m1)g1‘. (14.18)

Costuma ser de praxe escrever a expressio da hamiltoniana apenas em termos
de coordenadas e momentos, eliminando as velocidades. Isto é diretamente

feito com o use da expressao do momento candnico, que no caso é
aL .
= — = {my + mp)x. (1=.19)
P= 5 ) ,

Combinando entao (14 18} e (14.19), obtemos

z

_ _ P
' H= 2(my +my)? +(m

Calculemos, agora, as equagSes de Hamilton. Usando (14.7), temos

ml) g . (14.20)
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Figura 14.1: Miguina de Atwood.

RV EULLURNRRANA Y

.

f-x
!
oH
s o 4 ' {14.21)
dp my + My

Como vemos, esta expressio nada mais é do que uma relagao de consistencia
com a expressio do momento conjugado & coordenada [veja (14.19)]. Por
este motivo, ¢ que sua obtengao nao depende da trajetoria cléssica, como vimos
na Secéo 1. A dinimica propriamente dita é dada pela segunda equagéo de
Hamilton. Usando (i4.8), encontramos’
oH 14.22

)= ——— = (my — Mg} g. (114.22)

p=—5-=( , ‘
Combinando com a exprossio anterior, que é, como vimos, a expressao do
momento canénico, obtemos a conhecida aceleragao com Que as massas se
deslocam

S (14.23)
my + Mg
Vamos concluir este exemplo fazendo duas observagbes que julgo da maior
importincia. Gostaria yue vocés prestassem especicl atengao a elas. ‘

(i) Quando discutimns este exemplo no Capitelo 12, usanflo ) form'ahsmo
lagrangiano, vimos come trati-lo através de vinculos, isto é, comega\:amos
considerando que o comprimento do fio nao era constante e introduziamos
esta condigio posteriormente como um vinculo. O tratamesto de vinculos no
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formalismo hamiltonianc é algo wuito mais envolvente (ndo estou me restrin-
gindo a0 caso das equagdes de movimento apenas). Adiantemos apenas que ele
iui desenvolvido por Dirac, na década de clnquenta, com o mtuito de quantizar

. & gravitagao. Embora o problema da quantizagao da gravitagio permaneca em

aberto até hoje, o método desenvolvido por Dirac é algo da maior importancia
no estudo de teoria de campos.

(#2) Disse acima, antes da vbtencio de (14.20), que era de praxe escrever
a expressao da hamilluaiana apenas em termos de coordenadas e momentos,
~elimniando as velocidades. Isto ndo & necessério. Acontece que nos exemplos
a que estamos acostumados a lidar, onde a lagrangiana é quadraitica nas ve--
locidadess o, conseqilentemente, os momentos sio lineares nas velocidades, ial
substituicao € algo tdo simples que nfio hd por que nio fazé-lo. Adianto que
hd atualmente sistemas na Fisica onde as lagrangianas podem ser mais do que
quadréticas nas velocidades e tal substituicio pode ser bem complicada. A
fim de nos convencermos (pelo menos um pouco) que tal substituicao nao é
necessdria, consideremos o mesmo exemplo da hamiltoniana dada por (14. 18).
Primeiramente, lembremos que a expressio de definicio da hamiltoniana i
assume, implicitamente, que ela nio depende da velocidade. De fato,

= (ka- L) =pi— o2 =0. (14.24)

A dltima passagem & em virtude da definicao de momento. Assim, é claro que
a hamiltoniana nio depende das velocidades {como id sabiamos), ndo sendn
portanto, necessirio que elas sejam eliminadas.

Voltemos 20 exemplo. Caleulemos entéo as equacdes de Hamilton a partir
de (14.18). Tinhameos visto que 0 uso da primeira equacio usando a hamiltoni-
ana (14.20) levava a uma expressao que nada mais era do que un:a consisténcia
com a expressac de definf¢io do momento. Agora, temos,

. oH

T=—=13
Ip ’
que nada mais ¢ do que uma identidade. Resultada este que guarda uma certa
consisténcia com o anterior, isto ¢, de que a dindmica do sistema é dada pela

segunda das equagtes de Hamllt;on Assim, ‘
. aH
p= =" = (1 —ma)g, (14.25)

onde, usando a expressao do momento, somos levados 4 mesma equacao obtida
para a aceleragao das massas m; e mo.
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14.2.2 Particula carregada movendo-se num campo eletromagnético

Este é um exemplo que nos levard também a conclusces interessantes. Pri-
meiramente, para escrever a lagrangiana (e, depois, a hamiltoniana), temos de
saher qual é a energia J.otencial da particula, isto, é, qual é a energia potencial
que fornece a forca de Loreniz, Acredito que esta quesiio ainda nio tenha
passado pela mente de vocds. ("amo é que pode haver uma enegia potencial
que leve a uma sorca dependente da velon.dade? No formalismo lagrangiano
{e conseqlientemente no hamilionianc), tal potencial pode ser obtido de forma
bem natural. Para vermos isto, escrevamos a equagio de Euler-Lagrange con-
venientemnente come. separando L em T —

dal o1 dav oV

dtbg; g didg;  Og
No,caso ermn que ¢; sac coordenadas com dimensao de comyprimento, temos que
—8V/8¢; d4 a for¢a usual que conhecemos da Mecinica Newtoniana. No caso
em que ¢; nao tem necessariamente a dimensao de comprimento, poderfamos,
entéo, pensar e —8V/q; como a forca generalizada. Entretanto, pela expres-
sao {14.28), notamoes que este conceito pode ser ainda mais amplo. Podemos
chamar de for¢o generalizada a quantidade

dov Vv

Qi = — 2.
dt g Og;

e é com esta relacdo que obteremos a forga de Lorentz.

Jeja a expressao da forga de Lorentz no sistema gaussiano de umdaaes (que

é o sistema comumente usando nos wextos cientificos)

(14.26)

(14.27)

Fegb+%oxB. ' (14.28)
- .

A diferenca estd no fator ¢. Sejam as seguintes equagdes de Maxwell (também
em unidades gavssianas)

108

rot = —— 7, (14.29)

divB=0. . _ (14.30)

As outras duas equagfes dc Maxwell ndo serdo usadas. O fato de o campo
magnético ter divergéncia nula, implica que €le é um campo rotacional, isto é,

-

B=rotd, - (14.31)
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onde A é o chamado potencial vefor, que é definido, como podemos ver, a
menes do gradiente de uina fungac escalar gualquer. Combinando (11.29) e
(14 21} temos

rot (E ¥ 1%—‘3) =0, (14.32)

0 que mostra ser o campo vetorial E+ %% um campo gradiente, Escrevamos.

entao, convenientemente

. 5 184
E4+— =— . .
_ + <7 grad ¢ (14.33)
Notamos que, no caso estdtico, temos a relacdo bem conhscida F = —grad ¢&.

Substituindo {14.31) e {14.33) em (14.28), encrutramos

194 1.
= —gradé— E‘b—tﬁ -+ v b e T‘OtA (1434)

N 5T

Vamos t{abaihar 0 termo 7 x rot A usando a conhecida identidade vetorial
grad(a-b) ={(d-V)}b+({b-V)a+a x rotb+b x rot@ Diretamente, podemos
obter que

—

TxrotA=grad (4. 0)— (5 V) A. (14.35)
Substituindo (14.35) em {14.34), vem

F 1= 1 Y\
T2 Cmad{o— A7 — . wA gy 22
. grad (o — -4 7) C[(1 ViA + - |
= —grad(o—%ﬁ-ﬁ}
11,8 .8 .8, - 84
‘z[(fsﬁyza‘g*“a)“a]
1dA
= —grad ——A 7)) — ——. 1.36
gr (o - (14.36)
¥
Por outro lado, podemos dlzer que
(9 .9 oy o . -
AH(15E+35§+L§)(1-A)_V1,(U-K). (14.37)

Substituindo (14.37) em (14.36), temos
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F

o€

:_graci(¢h%j-ff)+

0y | =

grad,, (95 -

I

onde foi usado que grad, ¢ = 0.

Esta € a equacdo que pretendiamos mostrar. Comparando com {14.27),
temos que o potencial generalizado que origina & forga de Lorentz é dado por

V(A =g 247, L (1439)

Fntao, a lagrangiana para uma particula de massa m e carga ¢ movendo-se

num camypo eletromagnético, é

L= %ma‘f ~ap+ L4 C O (14.40)

O momento conjugado é obtido diretamente

. 8L .
Pz=-3-;:m$+%x4x
aL .4
Py = 5o =M+ LAy
pzza—l}zm.’t-l-gzqz
0z c
- q =

= F=mi+-A. (14.41)

Observar que o momento candnico da particula ndo ¢ mé. H4 o termo gA/c,
ou seja, parte do momenio fica no potencial magnético. .
A hamiltoniana para a mesma particula é também facilmente calé¢ulada

H:ﬁ.ﬁ—L—-l—(hgﬁ)zﬂgﬁ. (14.42)

T

E importante destacar que quando se estuda um sistema quintico e se faz a

passagem da fungao hamiltoniana cldssica para o operador hamiltoniano, é o
momento candnico que se substitui por $V e nao apenas mi.

14.3 Maic uma ponte para a Mecinica Quintica

Vimos na Sec¢ao 12.4 uma maneira de visualizar da Mecinica Cldssica um cami-
nho para a Mecanica Quéantica, onde o principic da minima agao correspondia

A7), (14.38)
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3 fisica cldssica e, no caso do muudo quéntico, todas as “trajetérias"poderiam
contiibuir para o cdlenio do propagador. Tal métode, nao maito difundido nos
cursos de graduacio, & conhecido como integrais de caminho ou integrais e
trajetérie de Feynman. Vamos, nesta segho, ver uma outra maneira ce passar
do munde cldssico para o quantico, nun processo conhecido como quantizagao
canénica.

Comecemos considerando uma quantidade genérica, definida no espago das
fases, que chamaremos de A(g, p,t). A evolugao temporal desta quantidade &

-dada por

N aA
, % ZZ(%:; gi + g—ip;) + = {14.43)

1
Se estamos querendo que esta expressao represente uma evolugio temporal
consistente com o mundo cidssico, devemos usar as equagoes de Hamilton.
Assim, substitninde em (14.43} ¢ e p. dados pelas equagdes de Hamilton,
encontramos

dA 8A0H OAOH 3A aA )
da _ OH OABHN  OA .y 727 14.44

onde {A,H} é, por definigac,
JAHH 8A8H
S ),

{A.H}Y= (14.45)

Y =%

- EYREV
LS O L

que é chamado de paréntese de Poisson entre A e H. De uma maneira geral.
o paréntese de Poisson entre duas quantidades quaisquer A e B é dado per

9AOB ADOB L

Os parénteses de Poisson satisfazem As seguintes propriedades

{A,B} =-{B.A}.
{A+BCY={A.C} - {B.C},
{AR,C) = {A.C}B + A{B.C},
{A,{B,C}} +{C.{A.B}} + {B. {C.A}} =0.

(12,47}
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A tultima relacic acima é charnada. de identidede de Jacobi. Para o caso par-
ticular de g; € py, temos

{gi,p} = dij, I
{@-9;} =0 ={pi,ps}, (1448)

que sdo chamador de paréieses fundamentais de Poisson.

njarnos, agora, o gne acontece noimundo quéntico. Aqui, as grandezas
vbservdveis s3o obtidas mediante atuagio de operadores hermitianos sobre
funcdes de estado®. Seja, entdo, a seguinte equacio de autovalores

Ay =av, S (14.49)

onde A é um operador hermitiano AT = A e a é o correspondente autovelor.
A necessidade de o operador A ser hermitiano é porque o autovalor e tem
pecessariamente de ser real.
Tanto ¥, A e a podem, num caso geral, depender do tempo. A evolugao
temporal de ¢ ¢ dada pela equagao de Schroedinger
ay

= 14.50
ihs H, (14.50)

onde H & o operador hamiltoniano. A partir desta relagio e da equagao de
autovalores (14.49), podemos obter como o operador A evolui com o tempo.
Tomando a derivada temporal de ambos os iados de (14.4Y), encoliranos

31!: da b .
1,2) 5t E¢+a€c" (1401)

Notar que am & usamos derlvada tctal (o observével a ¢ dado por a(t) =
[ d®xy* Ay). Combinando (14.50) e (14.51), encoutramos

8A

at
Considerando que aH = Hatp = HA%, onde na Gltima passagem fol usada
a relacio de autovalores (14.49), temos

6A

FTi [H A]) = v (14.53)

onde

3 Adiantemos que estas fungdes sdo vetores num espago chamado espago de Hilbert.

i da i . .
- =g — — 14,52
P ﬁAHw— dtw ﬁan. { }
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[H,A]— HA- AH (14.54)

¢ o comutadur entre os operadores A e A. Para dois operadores quaisquer A
e B, teriamos

[A,B] = AB — BA. (14.55)

- Terfamos, também, as seguintes propriedades

[4,B]=~[B, A,
[A+B,C) =[A.C) +[3.C],
[4B,C]=[4,C; B + A{B.C].
[4,[B,C)|+ [C. [4, B]] + |B.[C. 4]] =
(14.56)

A esséncia do que estamos querendo apresentar nesta segao estd em parte
embutida na semelhanca entre das expressoes (14.47) e {14.56).
Voltemos & relagao (14.53). Como du/dt deve ser decorrente da atuagic

do operador dA/ dt sobre %, podemos. entio, concluir que a evolucio temporal
do operador A é dada pela seguinte equacio

(A i O

E‘;E%‘Q‘H]AFE'
Como vemos, conhecendo-se a cvolugio temporal do estado ¥, podemos ob-
ter a evolugao temporal do operador 4. Da mesma forma, partindo-se: de
(14.57) e da equagdo {14.46), chega-se & equagio de Schroedinger (14.50). Os
dois formalismos quénticos s&o equivalentes. O primeiro. dado por (14.50), é
também conhecido como representacdo de Schroedinger e considera a evolu-
¢ao temporal do sistema quantico através dos vetores de estado. O segundo,
correspondente & Eq. (14.57), chama-se representagdo de Heisemberg, onde a
evolugio temporal é feita por intermédio dos operadores correspondentes aos
observéveis. Mas o que quero destacar € o seguinte. Obgerve a semelhanca
entre as relagCes (14.44) e (14.27). Isto sugere que as relacdes yuanticas devam
ser obtidas das correspondentes cldssicas por substituicoes do tipo

{AB} —» %{A,B]. (14.58)
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Isto realmente acontece. kste processo de quantizagio. iniroduzids por Dirac,
¢ cophacido como quantizagdo candrica & ¢ estudadec nos cursos de graduagio,
dentra do préprio carso de Mecnica Quantica.

UTLLus —

» Exercicios ,

14.1. Fscreva a hamiltoniana de uma particula de massa m que évinculada a se
mover subre uma superficie cilindrica. Obtenha, usando as equagdes de Hamilton,
as equacdes diferenciais do movimento.

14.2. Escreve a hamiltoniana para o péndulo esférico. Obtenha as equagGes de
movimento.

14.3*%, Uma particula de massa m ¢ Carga ¢ encontra-se numa regido onde
existe um campo magnético dado por B = anc, onde B, é uma quantidade
constante.

a) Mostre que o potencial relativo a este campo magnético constante é

A=Bs[le-yi+az]],

onde & ¢ um pardmetro constante qualquer.

b) Obtenha a hamiltoniana e calcule as equagdes de Hamilton.

¢) Verifique se essas.equagles 3o as mesmas obtidas com o uso da segunda
b de Newton e da forge de Lorenty

A) Estas equagdes ndo devemn depender da constante or. Vocg pode explicar
por que isto acontece?

14.4. Mostre as relacdes (14.47) e (14:48). .
14.5. Idem para (14.56).
14.6. Considere a variag3o da agdo

¢
§={ dti{g,d.t),

ta

onde dg; = 0 apenas no extremo 1,.
a} Mostre que

o 8L daL L8l
=3 [ (5 - aag) et > e
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O primeiro terrno‘corresporrde 2 equagio de movimento. O segundo termo € um
termo de superficic, que aparece emn virtude de dg; # 0 no extremo supe.ior. Ob-
seive aue o coeficiente de §o: (1) deste terma & o moment Fonjugadn 3 coordenada
. - M Ll Tre e oI
qi- Esta € uma outra maneira de identificar o momento candnico
Faca o mesmo estud i Yy
) o para o caso da lagragiana L(g, 4,4, {).

]:4'.7'*. Vocg viu que 2 evolucio temporal de uma certa quantidade A{o.p, t)
definida no espago das fases, é dada por [veja expressdo (14.44)] o

dA A
N EN{A‘H}'FE-

a) Considere o caso particular descrito pela hamiltoniana

H = qip1 — qops — agi + b3,

onde a e b s3o pardmetros constantes, Mostre que as quantidades

A= 1492,
B= pL—aq .
q2
s3o constantes.

b)dFazendo uso da identidade de Jacobi, mostre que o paréntese de Poisson
entre duas quantidades const 2 3 L Verifi i
entre cuas q da ‘.alnt.es & também uma constante. Verifique se isto se
apiica para o Las0 vas Yuaniidades A e 5 acima,



APENDICE A

~Derivac3o e integracdo

Nesta série de dois apéndices que ora comecamos, destacaremos alguns tépicos de
matematica bésica, essencialmente necessérios ao desenvolvimento dos assunto= agui
apresentados. N3o é nosso objetivo fazer um estudo profundo e abrangente, A finali-
dade é apresentar os conceitos mais fundamentais.

A.1 Derivacio

Observe a Figura A.1. Ela corresponde a representacio grafica de uma certa fungho
f(z) versus z. Consideremos a quantidade

£=f($+A$}_f(I) (A1)
Ax Ax

Ela nos d4 a razio entre a variacio de f{) e a correspondente variagio de z. Esta é
uma quantidade média, pois, por hipdtese (como nwstra a figura), estamos admitindo
que f(z) néo varia linearmente com z para todos os pontos do intervalo Az. Pelo
exemplo da Figura A.1, vemos que f(z) varia mais lentamente com x préximo ao
ponta P do que préximo a . J4 para a reta que vai de P a () esta variag_ﬁo é
constante. ~
E algo importante saber o valor desta razio para cada velor da varigvel x. Para
se conseguir isto, usamos o seguimte raciocinin: Quantc menor o intervalo Ax ge
- conseqiientemente Af) mais préximo este valor médio estara do valor procurade. No
caso limite, fazendo Az — 0, teremos o valor da razdo no ponto z. Fsta quantidade
é comumente representada. por f(x} ou df /dz, onde, nesta ltima notagio, df e dr
podem ser vistrs como variagdes infinitesimais. Assim. podemos escrever

w4 fle+Ax)—-fz)
flay= g, = Jim Az

Este limite ¢ chamado de derivada de f(z) em relagdo o z. Vejamos um exemplc. Seja
o funcao

{A2)

347
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Figura A.1; Grafico de uma certa fungao de z versus z.

F o+ Ay

S (x4

fla) = 2 {A3)
Usando a relagio (A.2), temos

F(2) = lim (.'r+ Az)2 —z?

pm, ST a0

Entdo, 2r é o valor limite de Af/Az, quando Az — 0, pava a fungio flz) = =2

Outros exemplos, bem como algumas propriedades gerais, serao apresentadas como’,

exercicios.

Com o ineuite de uma melhor compreensin do que estd sendn apresentado, ve-
jameos o significado geométrico da derivada Ohservando a relagio{ A.1}, vemos que
Af/Ax representa a tangente do dngulo formado pelo segmento de reta PQ com o
eixo . Chamemos esta tangente simplesmente de inclinagdo da reta PqQ. Quando
fazemos Az — 0, temos que o ponto Q se aproxima de P e, conseqlientemente, o reta
que passa por FPQ tende & tangente 4 curva no ponto P. A Figura A2 esclarece isto,
Assim, a relagdo (A.2} corresponde & inclinagdo desta reta tangente, que chamaremos
de inclinagdo da curva no ponio P. Portanto, a derivada de uma tungao num ponto
corresponde 3 inclinagao da curva neste ponto. :

A.2 Integracdo

Seja uma fun¢ic continua y = f(z) num intervalo fechado la,bl. Por hindtese, coir-
sideremos que f(x) seja positiva em todo o intervalo considerade (veja Figura A.J).
A par:ie hachurada corresponde 4 area subentendida pela curva ¢ ¢ eixo x, desae o
ponto T = a até o ponto x = b. Denotemos esta drea por A

Apresentemos agora um teorema, que nao denonstraremas (é facil aceitar sua
validade), chamado feorema do valor médio. Ele estabelece que para uma fungdo
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Figura A °: Interoretacio geométrica da derivada.
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f(z), continua e positiva em e € = £ b, existe pelo menos um ndmero entre a e b, que
chamaremos de ¢, tal que a 4rea acima referida é dada por {a Figura A.{ esclarece
isto para ¢ ¢aso de f(x) da figura anterior).

A= (b - a) () (A5)

O ponto ¢ & tal que a parte hachurada dentro da curva possui a mesma .rea da parte
hachurada fora da curva.

Seja agora. para a mesma funcao f(x), a drea subentendida entre r e z + Az,
como mostra a Figura A 5. Pelo tecrema do valor médio, esta drea é dada por

ATAT — f2 ) Ax (A-6)

onde r. é um ponto do intervalo entre = ¢ r + Az {naco é necessariamente o mesmo
ponto ¢ da Figura A .4).
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Figura A.4: Explicacio do teorema do vaior médio.
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Figura A5: Area entre z e = + AT
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A drea entre = e = -+ Az pode ser reescrita como a diferenca entre a area de o até
-+ Az e de a até z, isto é, -

+AT _ AT+AX _ AT 7

ATHEE — AT Al (A7)

que independe, como é ficil ver, do ponto a que tomamos por base. Deste modo, é.
f4cil ver que podemos escréver também

AZHB® = Az + Ax) — Ax) (A.B)

onde, agora, » notacio A(z) representa uma area, sub~1tendida pela curva, desde um
ponto arbitrario qualquer até z. A{z) é, portanto, un.a funcao de r. Escrevamos a
relacio anterior simplesmente como

ATTAT = AA(x) (A.9)
Substituinde {A.9) em (A.6), obtemos
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AA(r) = fiz) Ar = Aff":f(zc) (A.10)

Tomando o limite desta razae quando Az -+ 0, temos, pela definicio de derivada

AAlx
A1ia‘1_10 Ai ) = A'(x) = f(z) (A.11)

Assim, chegamos a um Imporiante resultado: A tuncio Air}, definida come o 4rea

-.subentendida pela curva f(x} e o elxo x, a partir de um powuco arvitrario até x, possul

derivada em relagac a r justamente igual & prépria fuugao f(x).
"Seja um exemplo. Vamos caleular a drea formada pela reia ¥ = 2z e o eixo o -
desde r = 1 até z = 3. A Figura A 6 mostra estes dados.
Figura A.6: Exemplo com a funcio y = 22.
Y

q;\"

&

4)}

N

|

Como € facil ver, a drea que queremos calcular ¢ a de un trapézio. Diretamente,
temos que esta drea vale 8 {unidades de drea). Vamos confirmar este resiitado através
do processo que acabamos 2 estudar. Pelo que vimos, A{z) ¢ uma fungio ‘cuja
derivada dd f(z). Tendo em conta que, no caso, f(x} = 2r, temns

A(x) =2+ C (A.12)

Destaguemos. mais uma vez, que A(x) é a drea subentendida pela curva f(z) (no
caso, 2z} € o €ixo r, desde um ponto arbitrdric até . A precenga da constante ¢
encerra justamente esta arbitrariedade na escolha do ponto inicial.

A drea desde r = 1 até x=2 & entdo dada por J

A=AR-AL=(3+C)-("+C) =8

Como nao podia deixar de ser, o resultado é independente da coustante C.

Observe agora o seguinte: se a irea fosse de r = —3 até r = 3, terfamos, usando
diretament~? a relagdo (A.12)
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A =[(-3)+0]-{F+C) =0 {)
Isto se deve porque a drea abaixo do eixo z é negativa (veja Figura A.7j. mntao, no
caso do célculo de 4reas, pura e simplesmente (que ¢ o que estamos fazendo agora),

temos de atentar para este detalhe e tomar o médulo para as regides uegativas., Assim,
a drea marcada na Figura A7 seria

Area = —[A{-3) — A(0)] + [A(3) - A(0)] =18

O que estamos discutindo nada mais ¢ do ghe o processo de céleuio chamado integro-
¢in. Essencialmenie, ele esta contide na relagio (A.11), ou seja, se tivermos

D - s (A13)
I

A fungén F(z) ¢ uma fungio cuja derivada em relagio a » da f(x) (as outTas funcoes
seriam como 34 sabemos F(z) -- constante). O célculo integral consiste Justamente
em conhecendo f(z) obter a famflia de solucdes F(z) + C. Em simbolos, isto € escrito
da seguinte maneira

F(x) +C:jf(x) dx (A.14)

O sfmbolo [ ...dz pode ser visto como a pergunta: Qual a fungao cuja derivada em
relagioaxz dd ... 7

Figura A.7: Trecho com 3rea negativa.

2.
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= ¢ eixo z desde um ponto arbitrério {esta acbitrariedade estd embutida na constante
C)até z. Aseim, { f(x)dx pode ser visto comc o caso limite de somatdrio de infinitos
retingulos de drea f({x) dr [veja Figura A.5). Especificando os pontoe inicial e final.
n&o hé necessidade da constante C, Isto é feito da seguinte maneira

b
f fx) dx = F(b) — F(a) (A.15)
que corresponde a Avea subentondida pala curva j(z) e o <ixo z, desde © = a até
r=b

Para finalizar, vamos fazer uin i *suno comparatic eutre derivada e integral. Seja
umsa, certa fungio continua f{z) cujo gréfies pode ser o da Figura A.8. Vimos que a .
derivada de f(r) num ponto x; cerresponde & inclinagio da curva neste ponto. Ja
a fungio cuja derivada vale f(x}, que podcmos chamar de F{z) + €, representa
a drea sob a curva f(z) e o eixo = desde um ponto qualquer até = (a arbivrariedade
esta embutida na constante C). A notagio que usamos para isto é

ff(:r) dz = Flz) 4+ C

A drea’sob a curva desde » = a até x = b ¢ dada por F(b)— F'(a). Isto é representado
por

b
f flz)dx = F(b) — F(a)

Figura A.8: Grifico de uma certa furcio de .

y /
/

y=/{

Devido a interpretacio dc que f: flz} dx dé & drea subentendida pela curva f{z) e o
eixo x desde T = a até x = b, podemos inte-pretar a quantidade f(z) dx comn a drea

, Y 3 i de ter outro signifi- o N .
Por outro lado, pelo que ja vimos nesta secao, este simbolo po e infinitesimal de uia retangulo de altura f{z) e largura dx. Neste caso, o simbolo fcf

cado, que & o de somatério. Lembremos de que F(x) + C representa a érea entre f(r)
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representa um scmatorio infinito destas quantidades infinitesimals desde & = a até
r = b Veja a2 Figura A9,

Figura A.9: Integral e derivada. ’
Y y=;(x) y y=/ ()
) =1tge

fx)

N

AN
(x) dx;

S

a b X
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» Exercicios

A.1l. Mostre que se
3} 7E) = £+ Rlr) = 102 = e o F
B} f(a) = 2" = f'(z) = na""L;
¢) f(x) = const. = f'(x) =0
d) flr} =agiz) = f{r) =ad(z) (a = constante);
e) flx) = glx) hiz) = f{x) = ¢'(=) h{z) + g(z) A (z); -
Df=1@et=t)=L=10%

A.2. Ache a derivada das seguintes fungdes 2m relacio 3s varidveis correspondentes

a)z® +1 ' g) 22®
b) 2x + 2372 hy1l/z
9 i) vz
3 1//x i) et

e)t72 42t k} sen @
fycos @ 1} e”
A.3. Mostre que a reta y = —.r € tangente 3 curva dada pela equagio y = 23 —

6z? + 8z. Achar o ponto de tangéncia. Idem cara a reta y = 9z 15 em relacdo 3 curva
y=x -3z +1.
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A.4. Mostre quc as curvas y = 32% ¢ y = 225 + 1 t8m em comum a reta tangente no
ponte (1, 3).

A.5. Calcule os pontos de maximo, minimo e de Inflexic {ponto onde a curva muda
_de concavidade) das curvas abaixo.

a)y=06-2r 12 dyy=222—4r+3
b)y=12~12z42° e y=2!_32r+48
Jy==z"—32%+2

4.6, Determine dois nimeros positivos tais gue a soma seja 20 e o produto o maior
possivel.

A.7. Deseja-se construir um recipiente com a forma de um cilindro reto, para conter um
certo volume. Qual o refacionamento entre a altura e o raio da base que proporcionario
uma maior economia de material?

A.8. Com uma folha de papel de forma quadrada de lado a, deseja-se construir uma
caixa (sem tampa) cortando-se um pequeno quadrade de cada um dos cantos e dobrando-
se para cima &s lados. Veja a Figura A.10. Quais s30 as dimensées dos quadrados a serem
cortados para que o velume da caixa seja o maior possivel?

Figura A.10: Exercicio 8.

X
p | 7= 2%
A.9. Caleule a drea subentendida pela curva y = 2% e 0 eino = desde > = —1 até
=2
'-‘ N J
A.10. Idem paraa curva v = z3.

A.11. Calcule a drea de um circulo de raio R. Calcule a drea e o volums de uma esfera
com 0 mesmo raio.

¥

A.12, Calule a drea de uma elipse de ¢ixos a e b.
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A.13. Calcule as seguintes integrais:

a) [(3z% 4 bx) dx
U) Jr mqi’..d
c) [e*®dx
d) [v1-~2%dz
e) fV1+z%dr
f) { cos@dé
g) [z~ 1dr
k) J‘"O"m costl cd
i) ffﬁ?cosedt?

§) J05, sen B dg
k) [ e " dz
) f) 22 et dx

arénoice B

._\Vetores e tensores

-

B.1 Preliminares
B.1.1 Adicdo de vetores

Seja B o resultado da adigio entre dois vetores Ae B isto é

R=A+B (B.1)

O vetor R & dito ser a resultante entre os vetores A e 5. A Figura B.1 mostra um
exemplo de tal soma.

Figura B.1: Adig3o de vetores.

-
B
-
A \
/
L R
A soma vetorial apresenta as seguintes propriedades:

e Associatividade: (4 + BY+C = A+ (B+ )
e Comutatividade: A + E =B+ A

8.1.2 Multiplica¢do de um vetor por um escalar

Sefa o produto de um vetor ¥ por um escalar A, dando um vetor V. isto é

357
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V=27 (B.2)

O vetor V' possui a mesma direcdo do vetor 7. Seu sentido serd o mesmo se A foqr
positivo e serd contrario se A for negativo. O médulo de V é X vezes o médulo de 7.
Mostramos alguns exemplos na Figura B.2, ‘

Podemos representar um vetor qualquer através de um vetor unitdrio (vetor de
médule um). Veja a Figura B.3.

A= Ad (B.3)

Onde A é o médulo do vetor A, isto é, A = |4]. & ¢ o vetor unitario (denotaremos
vetores unitarios com um chapéu). Conseqiientemente, [} = 1.

Figura B.2: Multiplicacdo de um vetor por um ‘escalar.

-

> v
-
. 3 ' — Jv
-+
- + e 3

Figura B.3: Vetor unitano,

1
—
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>4y

B.1.3 Representacio de um vetor através das componentes num sistema de *

eixos ortogonais

Seja unl sistema de eixos ortogonais r, y e . Consideremos i, j ¢ k os respectivos unk
tarios. Vamos decompor um vetor V ao longo desses eixos, como mostra a Figura B4.
Pelo que vimos nas subsegdes acima podemos escrever

V=V +V,+V.=Voi+V, 7+ Vek (B.4)

d

onde
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V, = ¥V 'senfcosd
V, = Vasenfseng
vy = Vecosh (B.5)

Figura B.4: Vetor decompostc am eixos ortogonais,

Como V é a diagonal do paralelepipedo formado por V;, V, e V,, podemos diretamente
escrever 0 OQUIO de v atraves dos 0duios Gus ColLponeites.

VE=VI VIV (B.6)

B.2 Produtos escalar e vetorial

~ Sejam A e B dois vetores, fazendo um angulo ¢ entre si, como mostra a Figura B.5.

O produto escalar entre os vetores A e B, denotado por A - B, é definido por

_. A-B=APBcost (B.7)
N F
O resultado do produto escalar € um escalar ¢ é faci! ver que elc apresenta as seguintes
propriedades:

e Comutatividade: A-B=5- A
o Distributividade: A - ( 23 C‘) =A.B+A.C
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Figura B.5: Vietores 4 e B forniando um dngulo 4.

B
P

-
Ay

Q produto vetorial entre 0s vetores Ae ﬁ, denotado por A x E, é um vetor! cujo
médulo é definido por

7 l}i‘xgi = AB send ) (B.8)

e cujo sentido € dado como mostra a Figura B.6, Ele apresenta as seguintes proprie-
dades:

e AxB=—-FxA(nioé comutativo)

+ é) =AxB+AxC (distributiva)

Figura B.6: Produto vetorial.

ad
(o713

/é
>4
we

B.3 Produtos escalar e vetorial algebricamente

Em lugar de designar os eixos coordenados ortcgonais p.or T, ¥ e z, chamemo-los por
1,2 e3. Seja entéo é; o unitario correspondente ao eixo 1 (i=1,2,3). Podemos escrever

'Na verdade, 4 um pseudo-vetor pais Ax B nio muda de sinal quandeo 0s €iXos coordenadoes
sao invertidos. )
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os produtos escalar « vetorial entre 4; = &; da seguinte maneira

o€ = d (B.9)
3

Gxé = Y epér (B.10)
k=1

onde as quantidades §;; e cim £30 chumadas e delta de Kronecker e tensor de Lewi-
Cevite, respectivenent~, e sfo definidas da seguinte maneira

-

i1 sei=g : '
§; = {0 i (B.11)

1 4,7k permutagio ciclica 1,2,3
€ijk = =1 ...n3o ciclicade 1,2,3 (B.12)
0 dois cu maus indices iguais

Com isto, os produtos escalar e vetorial entre dois vetores A ¢ B s8o dados per

3
A8 = Y AsB (B.13}
i=1
3
AxB = Y empABid (B.14)
i4,k=1

Ha uma certa caracteristica nos indices de soma conforme podemos observar nas reia-
coes (B.10). (B.13) e (B.14}: Eles aparecem sempre repetidos duas vezes. Assim, nfo
¢ necessério escrever o simbolo de somatério nestes casos pois dois indices repetidas ja
subentendem soma nestes indices. Com esta convencio, também chamada convengdo
de Einstein, as relagbes acima mencionadas podem ser escritas simplesmente comp

;% &; €ijk ek
A-B = AB
fTX E = €k A,B_., éjc

Muitas icentidades vetoriais sab demonstradas com 7 uso Ge wma importante relagio

€ijkehim = it 0im — dimdy (B.15)

Notar que no lado esquerdo, pela convencio adotada, estéd somendo ro indice k.
Podemos diretamente verificar que esta relacéio é verdzdeira substituinde valores para
¢, 7, L e m. Vamos usar (B.15) para demonstrar que
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Ix(B«C)=(AOYE- (A -5)C (B.16)

QObserve entio

Ax (E X C_") = €ijx A (EX C-") Ep = €i4ir i €y BiC Ei
= fpii€itm AiBiCr 61 = (8jabim — dranfit ) Ai BiCm €
= nszC' ".L — A B‘,,Ck €k
= {A SJB-—(J-E)C

Outras demonstragdes serio pedidas nos exercicios.

B.4 Operadores diferenciais

0= operadores diferenciais atuam sobre campos escalares ou campes vetoriais po-
dendo resultar campos escalares ou campos vetorials, dependendo do tipo de opera-
dor. Chama-se campo escalar a quantidade que associa um escalar a cada ponto do
espago, € campo vetorial quando associa um vetor.

B.4.1 Gradiente

O gradiente é wm aperador diferencial que atua sobre campos escalares. Seja ¢(7) um .

campo escalar qualquer. O gradiente de ¢, que representaremos por grad ¢ ou V¢, é
um campo vetorisl e é definido através da relagio ’

grad ¢ - dF = d ¢ {(B.17)

onde de¢ é a variagio diferencial em ¢ correspondente a umna variagio em 7 de d7, isto
é1

de = ¢(F + dF) — ${7) (3.18)

B.4.2 Divergéncia

A divergéncia é um operador diferencial que atua sobre um campo vetorial. Seja f (F’)

um campo vetorial qualquer. A divergéncia de f. que representaremos por div fou.

V. f ¢é definida por

divf:‘l/igh%c}{f-d

w8 7

oy

(B.19)

onde V é o volume linitado pelc. superficie fechada 5. Como notamos, div féum
campo escalar. "
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R.4.3 Rotacicnal

O rotacional & um operador diferencial que atua sobre um eampo vetorial. A definigio
do operador rotacional € Gada pul

(rotf) ‘= %151()% f;:‘f dr (B.2¢)

onde § é uma superficie limitada pela curva fechada C. 7 é um unitario normal a
superficie infinitesimal § — 0. Seu sent’do depende do percurse de integragdo. come

__mosira a Figura B.7

~

Figura B.T: Sentidos do unitario 7.
H
@
"

Vejamos algumas observagoes:

(i) As definigdes de gradiente, divergéncia e rotacional, dadas por (B.17}, {B.19)
e (B.20), independem do tipo de coordenadas utilizadas. Para o caso particular de
coordenadas cartesianas, terios as seguintes relagies {que sio facilmente demonstra-

das)

Bd Bc‘), do ;

gradqb# 8 j+6zk {B.21)
. 51’: af, ol i
Y f — e —_— "J
d R (B.23)
. (8f. Oy 8fs OfN\. (Bfs Bfevi
fotf*('ag‘ S *(az_ ax)ﬁ(a‘“ag)* (B-23)

(ii) Usando a convengio de Einstein, podemos escrever as relagdes anteriores
simplesmente como

erad = B 3 ' (B.24)
div f = 8,7, (B.25)
N I‘Otf: €ijk aifj Ex. (BQG)

onde
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b= 2 (B 27)

P A

Corm isto, fica ficil a demonstragio de vérias identidades, usando o que vimos na

segéo anterior. Por exemplo, vamos demostrar que
i

div (f% § =4 ot f— [ -rot§ (B.28)
Eutin,
(
div (fx g) = 8 (Fx G), = 8 (€jni figk) = €jki aifjgk — € f30ige = g rot f—fr1ot g

Qutras demonstracdes serao pedidas nos exercicios.

(i41) H4 duas importantes relagbes integrais que podem ser obtidas das definigdes
de divergéncia e rotacional. Pela defini¢do de divergéncia, dada per (B.19), podemos
escrever -

div fdV = f-d (B.29)

onde §' é a superficie fechada que limita o volume infinitesimal dV. Consideremos
agora um certc volume finito V. Dividamos este volume em infinitos elementos dV.
Exageradamente, a Figura B.8 mostra alguns destes elementos.

*

Figura B.8: Alguns dos elementos de volume em que foi dividido o volume V.

Ao somarmos todas as contribuigoes, as superficies internas nao contribuirio.
Notar que elas sdo sempre comuns a dois clemertos de volume. Para um destes
elementos, dS’ estd num sentido e para o outio, em sentido contrério (a Figura B.9
esclare o que fol dito). Portanto,

/ div fdV = j£ 7id§ (B.30)
v 5

onde 5 é a superiicie fechada que limita o volume V. A relagio acima é conhecida
como leorema de Gauss ou tecreme do divergéncia.
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Note a interessante particularidede desta relagdo. Mo lado esquerdo, temos que
a integragio é feita por tudos os pontos o intcrior do volume V. J4 o lade direito
Afnnae ana acta mesma integracac pode ser feita considerando-se apenas ¢s pontos da
superficie que limitam o volume V.

Figura B.9: A integracSo nas superficies internas n3o contribuern.

NS

A outra relagio integral & obrida considerando-se a definicio de rotacional dada
por (BQO) e tendo em conta o conceitc de elemento de superficie dS (veja Figura B.7}.
Temos entao,

(torf)-dS=¢ f-dif (B.31)
Cl
onde C' é a linha que limita a superficie infinitesimal d5. Através de raciocinio seme-
lhante ao desenvolvido anteriormente para obtencao do teorema de Gauss, podemos
facilmente obter que

-/;\Iotﬂ -d§:j{cf.dr‘ (B.32}

onde S é uma superficie limitada pela cuva fechada €. A relagio acima é conhecida
como teorema de Siokes.

B.5 Tensor

Nas secbes anteriores, vimos que vetores sac quantidades que possuem maédulo, dire-
ciio e sentido. Isto é verdade, mas nem tudo que possui essas caracteristicas pode ser
classificado como vetor. Como exemplo. temos as rotagdes, a guem podermnos associar
médulo, direcio e sentido e nAc sdo vetores {excecho felta para roteqGes infiniteci-
mais)?.

2E fichi ver que duas rotacdes finitas ndo possuern, de maneira geral, a propriedade de
cormutatividade, que é uma propriedade inerente da soma vetorial. Maiores detalhes sobre
isto, bem como scbre rotagbes de uma maneira geral, podem ser vistas diretamente no estui
do corpo rigido, Capituios 10 e 13.
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Vamos nesta segao apresentar uma conceituacio mais ~propriada para identificar
um vetor. Seja o conjunto formade por quantidades que chamarcings de V;, V, e
V., guc oo f;vg_gntyi-:rinu reforidac » 2y rcartn cistema de pixns v e 2 Tm hnga-
desta notagho, passemos a usar Vi, V5 e V3. Este conjunto para formar um vetor deve
satisfazer a certas condigdes. Comsideremos uma rotacdo no sistema de coordenadas
ou inversao de eixos (transformacio de paridade), passando para =’, %" e . Em
relagio a este novo sistema, o conjunto acima passa a ser denotado por V/, Vi e V.

Este conjunto formard um vetor se

= AwVe, ab=1,2,3 (B.33)

onde as quantidades Agp devem satisfazer

3
Z AabAac = Ji)c (Bs'g}

dpe € 0 delta de Kronecker, definido em {B.11).
A condicio dada por (B.34) decorre do fato de o médulo de um vetor ser invariante
nas rotagdes do sistema de coordenadas. Isto é obtido facilmente

3 3 3 3 3
Sovvi= (3 Awh) (LAt = Y AwduVive  @33)
a=1 e=1 “b=1 =1

a.be=1

Como VEIIIOS, para termaos

3 3
PRANEDIN AN (B.36)
a=1 b=1

é precise que a condigio (B.34) seja satisfeita. Ela é também chamada de cendigdo
de ortogonalidade e nada mais 2 do que a conhecida definicio de matriz ortogonal.
Vejamos isto também

3
D AsAac = ) AwAue = (Ad)oe = b (B.37)
a=1
Logo,

AA=1=—=A=4"" (B.33)

As quantidades Ay, que sdo oc elementos de matriz que transformam um vetor refe-
ride a um sistema x, y e z para um sistema ', ¥ e 2/, rodado em relagao ao primeiro,

devem ser expressas, ¢ claro, em termos dos dngulos que caracterizam a rotagio {veja
Secdo 10.5).
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O conceito de tensor é ume evtensio do conceito de vetor, apresentado pelas
relagdes (R.33) ¢ (B.o4). Um tensor de segunda ordem é um cenjnuco de quantidades
15 satisfazendo a relacao de transformacio

3
Tio= % AccAsaTea (B.39)
c,d=1

Para um tensor de terceira ordem. teriemos

3
;bc =. Z Aqube,Ae_f Tdef (B‘LO}
de f=1

E assim por diante. Fia todos os casos, a relagio (B.34) deve ser sempre satisfeita.
» Exercicios

B.1. Dados os vetores A — i +4j— 5k, B =3-2j—-3ke C = 4i-2j- 3k

Determine:

a} ArB4+C (resultante entre A Be 5),

b) A— B + C (resutante entre A, "B e (),

c} o médulo de 4,

d) o modulo de .E,

¢) o médulo de 4 -+ B,

f) os &ngulos formados por Acomosz, yez

. [P R P R = 1
) Q U4l paidielv o resuidlite <iitic a < ..

B.2. Usando vetores, calcule a distincia entre os pontas 7 = 4,5 -TNe@ =
(- 3,6, 12).

B.3. Provar que a reta que liga os pontos médios de dois lados de um triSngulo qualquer
¢ paralela 20 terceiro lado € igual a metade deste.

B.4. Provar que ligando-se o5 pontos médios dos lados consecutivos de um quadrildtero
qualquer, a figura resultante é um paralelogramo.

+

B.5. Seja O um ponto qualquer no interior de um tridngule 4,B.C e sejam P,QR
os pontos que dwudem z0 mem os. iados AB, BC e C4, rspectlvamente Provar que

OB + oC=0P + OQ + OR Esta igualdade perSlste se o ponto O for
extenor ar trigngulo?

B.6. Sob que condigtes o produto escalar é zero?

B.7. Escreva o médulo de um vetor através do produto escalar.
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B.8. Sendo C a resultante entre cs vetcrss Ae B, mostre que C? = A% + B? +
2 AB cos8, sendo & o angulo formade por . TeB.

B.9. Mostre que para se projetar um vetor numa ceria direcao basta mulupiica-io
escalarmente pelo unitdrio caracteristico da diregdo.

B.10. Considera ndo os vetores A, B e € do exercicio 1, caleule: !
a) A-B, A-C e verifique a proprtedade distributiva.
b} o 3ngulo formado entre A & B eentre B e A+ c

¢) os médulos de A deBede A +C,

d) a projegio do vetor A+ B scbre o veter C;
e) os dnguios formados por Acomz yea

B.11. Determine o valor de o tal que A=2i+aj+ke B = 4i ~ 2§ — 2k sejam
perpendiculares.

B.12. Mostre que os vetores A = 3i—2j+k B =1 _3j+5ke G =9 +j—4k
formam um tridngulo e que este tridngulo é retdnguio.

B.13. Provar que as diagonais de um los3ngo sdo perpendiculares.
B.14. Determine o dngulo formado par duas diagonais internas de um cubo.

B.15. Provar que qualquer tridngulo inscrito num semicirculo € retingulo, onde a
hipotenusa é o didmetro do semicirculo.

B.16. Mostre que o produto vetorial Ax B escr:to em termos das componentes, é
dado por Ax B = {AyB. -A:By) i+(AB.— A:B:) ] +(AzBy AB)L quetambem

sode ser expresso por um determinante

k

1
Az

A x B=det
| B

iz

]
Ay A
B, B,

B.17. Dados ﬂw31—3+fce B=i-2%—Fk
a) calcule A x B (veja exercicio anterior);
b) confirme que realmente A x B é perpendicular a A e B, mostrando que { AxB ) =

e(AxB) - B=0.
B.18. Mostre que iAx Bi corresponde 3 3rea do paralelogramo formado pelos vetores
AeB.
B.19. Com o uso do produto vetorisl, deduza a chamada lei dos senos, isto é, para
um tridngulo qualquer formado pelos lados A, B e (' tam-se
A L C
sen senﬁ Sen -y

onde @, 3 e v 530 os dngulos opostos aos lados A, B ¢ C, respectivamente.

. _APENDECE B. VETORES E TENSORES 369

13.20. Usande oo corceitos de produtos escalar e vetorial, obtenha as conhecidas rcla-
¢Oes trigonométricas:

sen {o + f) = senarcosfF + sen Beos

cos{e 4 f) = cosacos f§ — senasen

B.2l. S5 A= U+ - 3keB=i- 25+ .'::. achar um vetor que tenha médule 5 e

que seja perpendicular acs vetores A e B.

I%.zg. Se A & um vetor constante e # = xi + yj+ z&, mostre que (7 — /i‘) A=0e
{7 A) - ¥ = 0 sio as equactes de um plano € uma esfera, respectivamente. :

B.23. Mostrar que grad ¢ é perpendicular 3 superficie equipotencial que passa pelo
ponto onde grad ¢ & tomado.

B.24. Utilize a relagdc {B.15), quando for necessdrio, para demonstrar as seguintes
identidades vetoriais:

a)ax(bxé’) (a b - (a b

b) (é x &) (cxcg)—(a IO BRI

axb-=d-bx?

dy&xb-¢ axab‘ b x

e} div {F x Gy=@. ‘1o tF— F rot G
f) div (¢ )_. pdivF + F - grad¢
)dlvroF -0

h)grad(F Gy =(F- V)F+(G" V)F+ FxrotG+ G xrot F
1) roc\qar ; = @IOTL +grdu9} A F

Pyrot (B x Gy = FdivG — Gd1vF+(G V)F=(F. V)G

k) rotrot F = grad divE — V2F

Iy rot gradep =0

B.25. Mostrar que o deita de Kronecker é um tensor de segunda ordem. No Capitule 13
é visto que o tensor de Levi-Civita é, na verdade, um pseudotensor de terceira ordem,
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Resolugdo de alguns exercicios

Exercicio 1.1

Considerando que o movimento ocorra sobre o eixo z, temos (ndo hd necessidade de
usar a notagao vetorial, pois ja fica implicite que a direcio é o eixo x e o sentido fica

a menos de urn sinal)

_dr
T oar
)t

dt

+

(C.1)

(€.2)

Como a aceleracao € constante. podemos diretamente obter de (C.2) a solugao pera

v,

vt} =at +¢;

onde c; é uma constante que, comao vemos, corresponde i velocidade no instante t = 0.

Chamando a velocidade neste intante de v,. temos a conhecida relagiac

v{t) = v, L at

Usando este resultado na relagio {C.1), temos

=t, ~at

dt
O que também nos perniite obter diretamente a solugio para x.

4

i
Ift) = 1t + 3_t2 4+ ¢y

(C.3)

onde a cunstante cq é identificada como a posigio no intante £ = 0. Chamando esta

quantidade de z,, temos

371
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1
z2(f) = %o 4 vof + -ﬁar’.g {C.d)
Exercicio 1.5 )
Os itens @ e b sdo dados por
T=gi+yfi=rcqsfi+rsendj | (C.5)
F=ri (C.6)

¢) Para escrever # € 6 em termos dos unitdrios i e j, temos de decompd-los ao
longo dessas diregoes (veja figura)

Figura C.1: Exercicio 1.5.

Y
A\ 4T
1] P »
7 X
# = || cos 4 I senfj = cos Hi4-send o (G
g = —senf i+ cos 87 (CS}

d) Analogamente, decompondo { e j ao longo das diregles de 7 e #, temos

t = cos 97 —sen 88 (C9
J=sm 87 +cos 68 . (C.10)
As expressdes da velocidade e aceleragiu em termos der. 8, 7 ¢ 6 sao obtidas direta-

mente, a partir do que jé temos acima. Partindo convenientemente de (C.3), pois os
vetores unitdrios nao variam com o tempo, temos
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dr  d o
F= = —(recos Bi+rsenfyi

dt  di
=7cos0i—rsenf§iirsenfitrcos 683
=7 (cos 8% +senf3) + rf(—senfi-+ cos 03)
=77 | 06 (C.11)
Usande agora (C.11), vem

i d - di s s df
Ly Y SINY.Y; TS LU . I
. a= dt(T r88) 7r+1‘dt+r 80 41 dt
Considerando as expressdes para 7 e 0, dadas por (C.7) e (C.8), respectivamente.
obtemos .

ar _d "
,:T: =E(cos 8i-+senfj) =99
dé .
‘&E*__..‘__..BT

Usando essas expressdes ne resultado anterior, temos

g={f-r 92) F4 (21"6" + r!?) é (C.12)

Exercicio 1.6

Usando a regra da cadeia de derivagio. podemos escrever

dv  dvdr dr
—_—— = " = = =32 =9 :
dt  dzdf dr v 2 = vdy wda

Assim. usando as condigoes de contorno do problema, temos

v x 1 N
] vdvz—?f Id:r:>§(v2716)=—x2:>v:\/1679$2
4 0 :

a

Exercicio 3.5

Consideremos que a distribuicdo de massa apresentada seja a guperposigéo de duas
esferas, ambas possuinde densidade de massa uriforme, a da maicr sendo p e a da
menor, —p (o buraco, portante. corresponde & regido ae superposicao de massas p
e —p).

Seja um ponto P dentro do buraco, como mostra a figura. O campo gravitacional
criado por cada uma das esferas no ponto P € dado por
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4
F = —G'paf_” :-':—é-:GnF
il g
- (=pygm® 4
gl — G ,,,.12 = —guGP? ,

O campo eravitacional no ponte P sera a soma dessas duas contribuicaes

1 -
§grg = *uG,O(J —7) = ﬁgrerl

Como vemos, o campo gravitacional dentro do buraco sié depende da distaneia entre
05 centius da esfera e do buraco. Ele é uma constante que independe do tamanho dos
raios da esfera e do buraco!

Exercicio 3.9

Sem perda de generalidade, vamos tomar o ponto onde queremcs calcular o campo

gravitacional solire o eixo z. A contribuicio para o campo gravitacioual devido a um-

elemento de massa dm da superficie da casca € dado por (veja figura)

_dm
(- R)?

dj = -G (¥ - R) (C.13)

onde
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Figura C.3; Exercicio 3.9.

|7

dm = 4ﬂ/};2 {Rd8)(Rsenédg) = Esenﬁhi't?dqb (C.14)
(F— BP = [(ﬂR)?] = (r® + R® — 2rRcos 6) 2 (C.15)

Substituindo (C.14) e {C.15) em (C.13), temos

M 8d42dd
di= oM sen £ d@dg 7

o (1..'_ + KZ —32rReos 0)“1 -

Decompondo o vetor R em componentes paralela e perpendicular a z, vemos quo a
contribuigio da componente perpendicular rao contribuira quande integrarmos em &
Assim,

L _G'Mr_:]" send df
= 2/ [R? + 1% — 2rRcos §]3/2

G’MR,'/”r senf cos fd8
1R2 +r2w2rRoost9}3/2

Estas sdo precisamente as tmesmas integrais que aparecem na expressao {3.45). Daqui
para a frente, os passos sio os mesmos daquela oportunidade.
Exercicio 4.1

a) A figura abaixo contém o isolamento dos corpos. Ao sc fazer isto, na aplicacio da
terceira lei de Newton, pode-se ter diividas quanto as sentido correto das forcas. Nao
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hd problema algum. Especiiica-se um sentido a: Litrdrio e deixa-se que a solucio do
problema mostre v seniido rorrete.

Figura C.4: Exercicio 4.1.

/"

Os dados de que dispomoes sao

F=P =P, =50N

Ny =50N
Ny =100 N
N, =150 N

E importante observar que embora tenhamos colocado a forga f; ela nio existe ne-
cessariamente. Ela sé existird se o sistema entrar em movimento. Isto é racilmente
percebido observando o curpo 1 isoladamente. S6 tem sentido a forga f] se ele esti-
ver em movimentc. En:do, para que o corpo 2 entre em movimento deveremos ter

F' > famax {forca de atrito estatico méxima).

Somax =0.2x100=20N
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O corpo 2 entra em moviments! Precisamos. agora, sabsr se o corpo 1 movimenta-se
1 2 1 Y
junto com o corpo 2 cu desliza sobre ele. Ele movimentar-se-4 juntamente com 2 se a

forea da arrita £ nde ctimeie o cmbam e ot £
ELALI S8 o B Sl Rl A4 oea

ML e L oL " R T T S
§oa o Viasdpopta b readbed ALiGhubddldite w0 GUALLGLY G LUILEIY Uy 140U 11d WY L | &,

ele nunca entrard em movimento, pois f3 mix > famax- O corpo 2 sempre desliza sobre
‘e corpo 3.

Fagamos a bipétese de que os corpos 1 e 2 estejam caminhando juntos e calculemos
qual a forga f; necessiria para que isto seja possivel. Se ¢la for maior que 10 N (valor

dr fimax) serd impossivel termos 1 e 2 caminhando juntos. Temos, entao,

. : Corpo 1: fi=Ma

Corpo 2 ; F—fi—fsc=Ma

Onde usamos que a forga de atrito entre 2 e 3 é cinética pois sabemos que n corpc
2 est4 deslizando sobre o corpo 3. Resclvendo o sistema formado por essas relaghes,

diretamente encontamos

fl :715N

Portanto, fi ndo atingiu o seu valor méximo (yue & de 10 NY. O corpo 1 esta se

deslocando junto com 2. As aceleragies dos trés blocos 530, portanto,

1,5

ral 1,5m/s?

&) = a3

b) Considerando F = 50 NV, temes, usando a mesma hipétese acima,

ag =10

2f1=50-0,1 %100 = f; =20N

O que é impossivel, pois fimax. 6 10N, Assim, para a forga ' = 50N, é impossivel
os corpos 1 e 2 deslocarem-se juntos. O corpo 1 desliza sabre 2 com uma forca

Fie=0,1x 80 =5N. A aceleracio do cotpo 1 vale

= lm,/_s2

29 e ]

a] =

Quanto ae corpo 2, temos

Fb'.l‘flc‘._f2c =Ma2

80—-5-10=5ay = ay=7m/s?

E, como j4 vimos,
i

a3:0

i
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Figura C.5: Exercicic 4.3,
Pomg
| F

I

Exercicio 4.3

Feos - pN=ma ‘ -
Fseenf 4+ N =mg

B N m(ﬂcg"‘i
= Fcosﬂ—#c(mg'pseng)_maﬁ’F_cos@-%#csena

A forca F serd minima. quando cos 6 + p.sen @ for maximo, Assim, chamando cos 6+
i.senf de A{8), temos

dA

I
i

=—senf4-pecos @ =0 = tgl=yu,

E f4cil ver que, realmente, o valor acima corresponde a wm maximo para A(4).

Exercicio 4.7

Vamos fazer ¢ isolamento dos corpos. Come de costume, uevemos ter sempre em
mente a terceira lei de Newton {veja figura).

Como o sistema deve se mover com m; em repouso relativamente a M, temos que
todos os corpos do sistema devem possuir a mesma aceleragdo. Aplicando, entdo, a
segunda lel de Newton a cada corpo, temos as relagoes

F-T-Tsenf = Ma
T =rma ;
Tsen® = maa

T cos 8 =mopg

Substittindo os valores numéricos, vem
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Figura C.6: Exercicio 4.7.

F—T —Tsend =921a

T =15
Tsend = da
Teos A = A0

Resolvendo a5 equaches, obtemaos

send = 0,8 e cus =08
T = 67 Newtons
a=13m/s

F = 4060 Newtons

Exercicio 4.8

Neste exercicio. nio é algo muito simples Impor condicBes is macsas My, Mz e M,y
para saber quen esta srbindo e quem estd descendo. Entretagto, este ndo é um
ponto imporiaite na resolucio. Vamos orientar um eixo vertical e escrever todas
as equagGes em relagio a orientagio deste eixo. Deixemos que os dados numéricos.

quando substituidos, déem-nos o sentido correto do movimento <o cada massa {veja
figura).
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Figura C.7: Exerclciv 4.8.

LLLELLLL

f ,

M S IO I 3

Isolemos os corpos e apliquemos a segunda lei de Newton em cada um {veja as figuras
correspondentes)

Mg~ F = Ma;

Mgg —F = Mzag

Mgg - F’ = M3a3

2 —F =0
A tltima equagés se deve 2o fato de a massa roldana ser desprezivel. Temos acima
4 equagbes e § incdgnitas (F, F', a1, a2 e a3). A equagéo que estd faltando para

podermos resolver compietamente o sistema ¢ obtida da informagio de os fios serem
considerados inextensiveis. Assim,

Zzo + 21 — const.

(zg — z,} + {23 — 2,) = const.

Combinando essas duas relagdes, vem

2z1 + zp * 73 = const.

Derivando-a duas vezes com respeito ao tenpo, obtemos a quinta expressao que estava
faltando, )

-~
-
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2a1 +ag+az =0

Figura C.8: Exercicio 4.8.

My T F

| R'—esolvendo o sistema formado pelas cinco relagées encontradas, achamos as ace-
cragdes

o 4."\12]\’_{3 — ]‘J} (_‘IQ + .("h;_;}
= 7

a1 Mr—— P
atigidy + My 3y + Ay
Gy = A0Maliz + M (M, - 338)
4Mohds + M (Mo + Aly) ©
ag - 4.’\'{21113 -+ _'\-’f} (Jfg — 3]!!2)

IMMs + Mo (Mz + 3y 7

Exercicio 5.4

A ﬁgur.a abaixo representa o corpo em equilibrio. na situacio em que cstéd fAutuando
no liguido {{ € a parte submersa do corpo). Considerernos que, a portir desta posicio

- - ~ - . e K
ele seja afundado de uma disténcia 2 (inicialmente tomada em médulo ). A forca que

atua sobre o corpo (para cima).é dada por y

F=F,— Mg = pbe(xr + )g — abe pg ,
onde

£,
M

empuIo

IF

massa.
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Na situagfio mostrad= na Lgura, como dissemos, o corpn estd em equilfbrio. Com isto,
podemos expressar { et termos dos dados iniciais

bel g = abepg = | =2,
@
Substituindo este resultado na expressio anterior, obtemos

F=pubcgr

Esta forca & restauradora {lembre-se de que r foj tomado em inédulo; e proporcions!
ao deslocamento. O movimento serd, portanto, harmonicoe simples. A freq “nuia

;
N Ny R Y ..
M pa “g

Figura C.9: Exercicic 5.4,

angular é dada por

.
b a
— —
5
< il

Exercicio 5.5

Seja o primeiro caso. Desloquemos o corpo M de x em relagio 4 sua posigao de
equilfbrio.

A forga resultante que atua sobre A ¢ dada por —(kjx + kox). De acordn com a-

segunda lei le Newton, temos

&
MIZ o (b k)

ai?

Portanto, & constante da wwola equivalente &

k=k +k

Vejamos 2gora o segundo caso. Deslocando o corpo M de z em relagau a sua posisao
de equilibrio, temos a situagdo mostrada na figura abaixo.
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Figura C.10* Exercicio 5.5.

1
iy

M

A 10T¢a resuitante que atua sobre Al ¢ —ka{x —x;). Portanto, pela segunda lef

de Newton,

&z

Aj._ = —kg(I—&'Jl)

a2

™
Tomemos um pequeno trecho entre as molas, contendo o ponto a. As forcas que
atuam neste trecho estio mostradas na fipira a seguir,

Figura C.12: Exercicic 5.5.

k{x-x)

a

kx,

e

L
- T

anxo as massas das molas sao despreziveis, temos, pela segunda lei de Newton

]

kyzy — k;;(:t—— :L'l} =0

=

T =

ky
ky + kg

x
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Substituindo este valor de x; na equagac anterior, vem

&z &g NiRY
MET = k(o J=—ita
dt? 2\* k1+k21 ky + ke
Como vemos, neste caso de ligacao de molas em série, a constante da mola equivalente

’

e

_ kik
- k} + k2
Exercicio 5.7

a) Realmente, somande e subtraindo iwyt & equagdo, temos

(e
gm;kiwoi:u-()
m

Fit)

m

F(t)

= i(m‘—l—iw‘,m)—iwo(a)%-iwox): :>.é—iwoz=ri—n— (C.IG)

ot
1) Vamos substituir z(t) = A(t) e*"* em (C.16) e, com isto, procurar determinar
Alt). Obtém-se

A eiw,\,t =

4 Al = 1 /F(i)e'i“'°tdt+ const.
n m

Entao,

Chamando de z, o valor de z em £ = 0, podemos escrever

1t . ;
A(t) = Em‘"t [;1{ J’O F(T) e” o T dT + Zujl /’(017)

¢} Usemos a relag8o acima para F(t) = F, sen wet

Rt .
z{ty = e‘“""(—/ senone"“’"TdT+zo)
0

m

= gl [220;1 /Dt (1 - e‘25“°r) dr + zo]

. F e—?aw,,r I S
= euﬂt[Qi:n(t+ S |u)+"’°}
o :
Fot el'r..:ot Fo ei‘-oz —€ ot
2im 2imuw, 2@
iFgt iF, . .
- et b T2 senwot + (Eo + fwoTo) €
2m 2w,

+ (d0 + iwao) aitod

iwot

APENDICE C. RESOLUCAO DE ALGUNS EXERCICIOS 385

Considerando que = = Im zfw., temos

£yt Fa
z(t) = _2ﬂfw cos wol + T o0 wel + ?senw& + g Co8 Wyt {C.18)
o o o

Esta solugio deve coincidir com (5.77). Vamos mostrar que realmente coincidem.
Reeserevamos (5.77) usando z, e 4, em lugar de A e ¢,

T, = Aseng
Ay FO

To = Aw,cos ¢ —

Dmuy
Entao,
Asend = 1,
x F,
A == 2
cos ¢ W 2muw?

O

Substituindo estes resultados na expressao {5.77), obteremos exatamente a relagio
(C.18).

A resolucio dos casos propostos no item d segue procedimento idéntico.

Exercicio 7.1

Figura C.15: Exercicio 7.1.

-

C A
F

Sob o ponto de vista de um observador na terra, temos o disposto na figur. c.cima,
onde A ¢ ¢ ponto onde o remador deixa cair o objeto, B € o ponto onde ele retorna
para aparhar o objeto que havia caido e €' é o ponto onde ele encontra o objete. Com
os dados do problema, podemos montar as seguintes relages
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= ["“EI})_—?}D‘ }- (Clg)
N ¢ - 2
z+1 :('UB/R—I-'!)R)t (CQU)
1
L=vr(t+3) (Cc21)

No sistona acima, formado pelcs trés equagdes, temos quetro incognitas. E claro que
nio podemos resolvé-lo, Entretanto, o interessapte neste sistema, conforme veremos,
é que ele é indeterminado apenas para duas das varidveis.

Subtraindo as duas primeiras relagdes, encentramos

1 1
= t — - —_—
L= unya{t—g) +en(t+3)
Usando neste resultado (C.21), teisos

1 1 N k
UB/R(f—§)=‘0 = t=§’11 pois vz # 0

Levando este resultado em {C.21) obtemos ug

vp = Lkm/h

Como vemos, as quantidades x ¢ vg,/p sdo portanto indeterminadas. Isto é, existem
infinitos valores de = e vg;r que tornam este mesmo problema possivel.
Sob o ponto de vista do referencial do rio, temos que a dgua do rio estd parada

(quem se move & a terra). Assim, quando o objeto cal, ele fica parado (em relagao ao

o) Apés remar meia hora. o'remador nota que est4 sem o objeto e volta. Como o
objeto estd parado, ele deve remar o mesmo tempo para voltar. Ao todo, pontanto,
ele remou uma hora. Quando ele encontra o abjeto, ele nota que a ponte se deslocou
1km. Assim, a velocidade com que a terra se move em relagio av rio é de i km/h,
que é, obviamente, a velocidade com que o rio se move em relagdo a terra. _

Como podemos notar, a resolugio do problema no referenciai do rio € muito mais
simples,

Exercicio 7.3

Se nao houvessz vento, é facil perceber que em relagio ao navio a fumaga estaria
indo em sentido coutrario (para o norte) com velocidade de 25 km/h. Como ha vento,
¢ claro que em relagio ao navio a velocidade da fumaga serd a resultante entre o
velocidade anterior € a do vento, como mostra a figura.

Ten = —9V2i+ (254 9V2) 5

9v2

— 20,337 = 6=1836
25 + 92

tg
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No sentido noroeste.

rigura C.14: Exercicio 7.3.

S\ Loy

Exercicto 7.7

Como é bem conhecido, a Terra n2o € um referencial inercial. Particularmente, para
ua pessoa no equaidor, haverd uma forca radial, dirigida para fora, dada por mw?R,
olide M € 4 Massa Ga Pessoa e w € a velocidade angular de rotagdo da Lerra (veja a
figura) ‘

Figura <.15: Exercicio 7.7.

'R

Ela nao sentiria a a¢ao do campo gravitacional se
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Q)L',TJ\]

4m? ,
mg=mw'R = g=?ﬂ,;wR = T=27r\/
4

¥

Usando que R = 6.380 km e g = 9,81 m/s?, encontramos

T =125 min

Exercicio 7.8 ‘
a) Observe a figura abaixo, onde O é um observador inercial gue vé o elevador se
deslocando com aceleragio 7 e O’ é um observador néo inercial, situade no elevador.

Figura C.16: Exerclcio 7.8,

Y

Obviamente, o problema pode ser resolvido tanto no refencial de O como de ol
(ou noutro qualquer). Vamos optar por resolvé-lo no referencial nao inercial &', mde
a trajetéria do balde é simplesmente um circulo. As forgas que atuam sobre a agua,
nuem sonto gualquer da trajetéria, estio especificadas na figura abeixo, onde mg € a
interacio gravitacional da dgua com a Terra [ é a interacio resultante entre o balde
e a dgua (forga de contato) e —m7 é a forca inercial (forga ficticia), pois estanios numw
1eferencial nao-inercial. ~

b) A resultante voltaca para o centre ¢ f' + (mg +my)sen#, onde f' é a compo-
nente ae f nesta divecao. Pela adaptacio da segunda lei de Newton para referenciais

nao-inerciais, temos, j4 que o movimento ¢ circular
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f+mlg+~vsenf= "R
Tala que o eguie 050 dervame 4o Lalde, 7 tom do ser diforonte de zero sempre (o quo
significa que a 4gua estard sempre em contato com o fundo do balde). O lado direito
da relacio acima é constante (dado do proolema). No lado esquerdo, m(g + y)sen#
aumenta de 8 = 0 a § = 7/2. Consequentemente, /' diminui neste intervalo. O ronto

onde f’ é minimo é em § = m/2. Entdo, o caso limite corresponde a f' = 0 neste

ponto. Assim,

m(g +7) =m E“"?‘rn'ﬂ“2 = Wmin = \/5 ;’Y

Figura C.17: Exercitio 7.8,

/’/ / Y
/ L
A8 g

¢} Seja agora um trem movendo-se com aceleragio 7, como mostra a figura abaixo.
Novamente aqui, vamos resolver o probiema sob o ponte de vista do observador nio-
inercial 0". O motivo é o mesmo do caso anterior, isto &, a trajetdria do corpo é mais

simples.

Figura €.18: Exercicio 7.8,

o

luu-

%O‘ OO0 (X))

" As forcas que atuam sobre i iguz, neste 1eferencial, estio mostradas na figira a
seguir. Aplicando a “segunda lei de Newtcn™na diregao radial, temos



APENDICE C. RESOLUCAO DE ALGUNS EXERCICIOS

mgsen + myco: 6+ ' = mw?R

Figura C.19: Exercfcio 7.8.

ral nry
K [}
;
L)
."f ! L ,
? - - 9. S
h . . !
< ¢
; 3 4] mg
e +
! H
3 1
\ !
Y i
\‘ l’
\ K
X ;
\ .

Considerando o mesino raciocinio anterior, vejamos para que valor de 8 temos mg sen 8+

my cos & mdximo. Seja entfo a funcio

dG g
G(f) = gsenf+ycos§ = ~g = geos 8—ysend =0 = tgd==
~
E ficil ver que este valor corresponde realmente a um méximo para 0 € 8 < /2.
Crihatitningdo ~ ma Avnvraccin inicial a Formnda £ o N ot e, et~ Faamn Fanddal alian
Substieninde o na ovpresede inicial, ¢ fazende | 0 nestc pome [case Nming), obic
mos

Wrdx:

Exercicio 7.10

Figura C.20: Exercicio 7.10.
I )ﬂg

P
I
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VA i
b R

a) A figura acima conténi a< forgas que atuam sobre o corpo segundo um ohserva
dor inerciai, cade mg é a interagio gravitacicial com a Terra (a reagio estd no centro
A forca N & » interagin de contato com o mess (o vearin astd sokee o
? \

a Tp‘rrn)
mesa). Finalmente, F' é a forga que o fio exerce sobre o corpo (s reacio estd no fio).

: b} Este observader nao é inercial. As forgas que atuam sobre o disco, de acordo
com ele, estio mostradas na figura abaixo. As forcas F, N e myg $40 as mesmas
discutidas anteriormente. A forca mw?l7 s6 existe para o observador girante. Ela é
uma forga inercial. Nao h reagio para ela, pois nio obedece & terceira l=i de Newton.

. Figura C.21: Exercicio 7.10.
g
F ]
4_-._

I

‘ c) A trajetdria seguida pelo corpo para o ahservador inercial é uma linha reta,
descrita com velocidade constante. Para ele, a resultante das forgas que atuam sobre

o corpo é nula (veja figura)

Figura C.22: Exercicio 7.10.

\/
~
'

Para o observador nao incercial, a trajetéria nio serd com velocidade constante,
pois existe a for¢a centrifuga e a forca de Coriolis neste referencial

Exercicio 8.7
Como o atrito é desprezivel, a energia mecanica se conserva. Considerands o ponto

inicial, onde o corpo é solto, e o ponto O, temos
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Figura C.23: Exerclrio 7.10.

T’

%k(\/IQ TF 1) = e + %k(l — o)

2

A resolucao desta equagho para v fornece

1/2

Exercicio 8.24

A forga resultante que atus sobre a particula antes de o fio ser esticado & nula. Apds
o fio ser esticado, a forca resultante é a fora que o fio exerce sobre particula. Em
relacdo ao ponto onde estd o prego, esta forga possui torque zero. Assim, ¢ torque da
forga resultante é sempre zero. Em conseqiiéncia, temos que o momento angular se

conserva (em relagio ao ponto onde o torque é nulo). Portanto,

Vb
)L2§wL2 = W =5y

v

mVbl =kl = Vi-= (L

O momento linear ndo se conserva pois existe uma forca resultante atuando sobie a
particula apds o fio ser esticado. Vejamos quanto i energia mecanica. Como todo o
movimento se passa a um mesmo nivei de energia potencial, consideremos apenas a
energia cinética '
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Antes : E.= lmvz
z

1 1 VZbQ
Depois : Ep=Zmv® = "m—r
P P=3 z L2
Sé haveria conservacao se b = L. Acontece que parie da energia ¢ usada para produzir
uma pequena deformacio do fio, de cardter nao eldstico.

“Exercicio 8.25 7

E ilustrativo olhar a resolugio do exercicio anterior. Vimos que a forga resultante
antes de o flo ser esticado era zerc e apds esticado era central. Com isto, o torque em
relacdo ao ponto central era sempre zero. No presente problema, o mesmo nio ocorre.
A forga peso produz um torque, em refagav ao ponto onde o outre extremo do o estéd
preso, que nao & zero {antes e depois de o flo ser esticado). Assim. nas podemos dizer
que o movmento angular se conserva. E ébvio que © momento linear também nao.
Pelo que vimos na resolugdo do exercicio anterior, nem a energia mecinica,

Neste exercicio, temos de usar um outro raciocinic que, s vezes, é erroneamente
intitulade de principio de conservacio. Seja o instante em que o fio fica todo esticado.
Imediatamente antes deste instante, sé atua a forca peso e imediatamente depois, o
peso e a forga que o fio exerce sobre o corpo. Entretanto, esta altima, por ser central,
possui torque zero em relacio ao centro do movimento. Assim, o torque antes e
depois de o fio estar esticado é sempre o torque da forga pese. Em conseqiiéncia disto,
o memento angular ndo possui variagdo brusca no instante em gue o fio estica. O
mesimo n&0 ocorre cotn o monento lnear e com a energia mecanica. Assim, podemos
dizer que imediatamente altes € Lnediatainente depols de o fio ser esticado o memenso
angular é aproximadamente o mesmo (pois ele varia continuamente}.

Come vemos, ndo estamos de fato usando a censervacao do momento angular,
mas sim a sua continuidade. A figura abaixo representa a situacio imediatamente
antes de o fio esticar.

O momento angular neste ponto ¢ dado por (56 o médulo)

I = mub
Até este ponto, ha conservacao da energia mecauica

%mvzzmg_\/ﬂ = v=\129m

Combinando as duas relagbes acima, encontramos

S

Iinediatamente apds o fio esticar, a situagdo é descrita pela figura abaixo.
O momento angular &
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Figura C.24: Exercicio 8.25.

ARG R IR ISR RIS d R 2y

\ - Mg

I'=md'L

Pela continuidade do momento angular, podemos caleular {pois { = 1)

mv'L =mby2gvI?— 5 = o= %\J 2g\/L2 = b2

86 ha perda de energia no instante em que o fio estica. A partir dai, ela se conserva
novamente. Entao, consideranto este ponto romo nivel de energia potencial nula,
tewos (veja figura)

2 2
%mv’2 =mgh = h= lE-2g\/LE' -k = %\/IP -2

2g L2

-
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Figura C.26: Exercicio 8.25,

O dngulo 6 é entdo dado por

ILQ — bg —h (L2 _b2)3/2
cos f = — 7 = 73

O corpo s6 ird até a parte superior se L = b (neste caso, nao haveria perda de energia).

Exercicio 9.1 !

A figura abaixo mostra a situagio antes e apés a colisio,

Figura C.27: Exercicio 9.1.

-+
J{z
2
-+ -, -
- ;
Y, =10 -
A ase
O— e 2 -«} -------
I 2
‘\
\
‘\
]

A resultante das forgas externas gue atuam sobre o sistoma & nula. Entéo, ¢
momento linear total é conservado. Come, por hipétese, a colisgo ¢ elastica, ha
também conservagio da energia mecinica {no caso, 56 cinética).

Pela conserva¢io do momento linear, temos



396 APENDICE €. RESOLUCAO DE ALGUNS EXERCICIOS

vy = at +mgtly = 6i=3d, + 1ty

lsta equagao vetorial fornece duas equagdes (veja a Lgura suierior)

6 = 3uyco8 8+ 2v2uy (C22)
0=-3u;send +2v2uy (C.23)

Pela conservacio da energia mecénica, obtemos mals uma equagéo

1 1 1
§m1Uf = éﬂmluf + émgu%
12 =3ui + 4 (C.24)

Resolvendo o sistemnz formado pelas equagdes (C.22) - (C.24), obtém-se

Para fazer a andlise do problema em relacio ao centro-de-massa, vamos determinar a

velocidade do CM

= = g
¥ =¥ —Uem =12 /s
L 0.
Uy =uz—vcm«:—§2 m/s
Lh . o 8,
@' =1 —ton = =] mfs
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No referencial do CM, as vsiucidades seriam

o, B

12 ——?l

6,

' =z

. 4. . .

HY| =?(—1+ ﬁ?)
hi "

4:’-;;,(5"‘\/53)

As figuras abaixo representam os dols cases considérados, antes e depois da eclisao,

Figura C.28; Exercicio 9.1.

-+, -, '
1 S '
1

e— - A e e
L3
1 2 ]
]
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Exercizio 9.5

Como salbemos, sé a resultante das forgas externas alteram o movimento do centro-de-
Diassa. A eApiusau Leldle e foigas ket nas &, conseylenteluenie, o c8NLIO-Ge-lildsua
continua a cair como se nada tivesse ocorrido. Usando os dados da figura abaixo.

temos, de acordo com a segunda lei de Newton, ,

mg=ma
d
= d—?:-m = v =—10t - 60
dy .
= EEZmlOt—GD = y= -5t —60¢4 2000

Entan, parat =10s, y = 900m

Figura C.30: Exercicio 9.5.

Caso vocé ainda tenha dividas sobre este resultado, € possivel confirmé-lo cal-

culando separadamente a posicio de cada pedaco 10s apds a explosio. Depois, |

determina-se o CM entre eles. Vamos fazer isto. Podemos dizer que 0 momento
liner do sistema imediatamonte antes da expiosdo é aproximadamente igral ao mo-

mento linear imediatamente depois (veja explicagio inicial na resolugéo do excreicio
7.25).

n1-00:g-80+§v2 = wy=40 mfs

O sinal positivo de v indica que o segundo pedago possui o mesmo sentido do pedago
anterior (que foi convencionado positive). Assim, 10 segundos apés, eles estario nas
seguintes posicdes '
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. nnn L 1 A a2 —
¥i -*'J-uuufu-d~4.u*5-4u-xu == duu
Y2 = 2000 — 40 10_;--10-102: 1100 m

Come as massas sdo iguais, 6 OM estard exatamente no ponto médio entre as duas
posicdes acima, ou seja, a 900 m de aliura,

~ Exercicio 9.6

Conforme & corpo de massa m desce, a cunha =¢ desloca para a esquerda. E importante
atentar para a trajetdria seguida pelo corpo m. Ela est4 representada pela linha
tracejada da Agura a seguir

Figura C.31: Exercicio 9.6.

Horizontalmente, a forga resultante externa é nula, Logo, a componente horizontal
do momento linear total se conserva

O=muo, - MV f¥=r7= vy ) {

)
b
o
=

Pela conservagio da energia mecanica. temos

1 3 1 >
— 2 2 .2
mgh = ;2-}!” §m{tr + ) (C.26)
Temos acima duas equacdes e trés incdgnitas (v, vy e V} e de onde nio é possivel
extrair o valor de V. Precisamos de mais uma equagao. Esta ¢ ohtida por uma
composigho simples de movimento rejativo (veja a figura abaixo). ¥ é a velocidade
do bloco em 10lagio & cunha.

L‘y
v+ V

+r —
Ta =

(€.27)

Corilo a € um dade do problema, temos agora trés equacées e trés incégnitas. E apenas
unta questao de trabalho algébrico resolver as equac¢des {C.25) - (C.27) e n-ostrar que
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Figura C.32; Exercicic 9.6

2mah

M2 2
M.}._+Mtg2a
m

Exercicio 9.7

a) Pelo que ji fol explicado virias vezes, temos que as pazticulas irdo calidir no centro-
de-massa.

b) Sendo 71’ e T2’ as posicbes das particulas 1 ¢ 2, respectivamente, em relagio
ao CM, num instante qualquer, e ¥ = 73’ — 71’ (posi¢ao da particula 2 em relagao a
particula 1}, temos

mma 1 5 1 mims

—GF——= = -—mq7 —mary — & C.28
™ 5T T o mary - (C.28)
c) Pela definigdo de centro-de-massa, vem
my +mers =0
onde
7=y =
Combinande estas duas equacdes, obtemos
= __ my —
] =T
m) +ma
o (LA —
o' = 7
my 4+ mag
Substituindo estes resnltades na expressao (C.28), vem
m1ma 1 myms . MM
L2 oo TR 2 o T2 (C.29)

ra - 2mptmg r
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Como pedemos notar, na relagdo (C.29) aparece apenas a varidvel r (separagio eitre
as duas particulas el cada iustante). ) quec fizemos se chama x edugéo do problema. de

Amia anenac ne nrahlams da v anrrn ﬁnr]n, ~OMO qahpmng} s ruantidade myadm . L
prollems Ge v 20T ONCS, COMO SANeMOS, & AUANLIGACE T s S -

et b e e e

,
g é a massa reduzida do sistema. A expressao (C.29) permite-nos escrever,

ar

1 1
222G (m+m)(-~2) 5 dte - —
T To/ f
Chamando de T o tempo que as paiticulas levam para se chocar, temos
- [T i ~1 o dr
Y \/QG(m1+m+2)jrn 1
N T,

Consideremos separadamente a integral

(C.30)

dr uldu
I= [ N
IR o
T Te
onde foi %ita, na Gltima passagem, a substituicio r — u%. Faamos, agora,
u=+Tosenf = du=./r5cos0d6
Tatic.
1
I =237 / sen’6 df = r3/* j(l — cos 26) df = r3/* (6’ —5sen 28) + const..
Voltando & variavel inicial +, temos

I _rgfz{arcsem / L m] -+ const.
To To o '

Finalmente, usando este resuitado em {C.30), obtemos

: ‘
~T3/2 T r -y 0

T = ——U—[arc:.em/—— —,‘f—(l—-'—)]
\/2G(my +m2) To o To’' 1y,

a/e
‘iTTg/

2\,:‘ 2G(m1 + mg)
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Exercicio 9.12

Lvas expressces (C.33) e {C.34), tiramos

b ; 3 ; : _ ]
As _for(;ais gue a,tue}rn sowne a calf{a'quanfo o pendulo.fuz um angulo 8 com ja.nvgr T = 3mgcos § (C.39)
Lical estao mostradas pa dgura abaaw, Tala QUe a viisa perlnaleca sl equiliviiv,

deveremos ter

Tcos8+Mg=N
isenf=f

Figura C.33: Exercicio 9.12.

¥
+
]
1

N
| v

In s

Por outro lado, isolando-se o péndulo, temos (veja a figura abaixo)

‘n"f'l.U2

T—mgcosﬂ:——l——

Figura C.34: Exercfcio 9.12.

Usando a conservagioc da energia mecénica, vem

1 .
0 =—mglcos 8 + n2~nrw2 = vi="2glcos 0

Substituindo este resultado nas Eqs. {C.31) e (C.32), obtemos N e f em funcao de #
(e dos dados do problema).

(0.31)

) N =3mgcos? 6 + Mg (C.36)
(.32

f=3mgsendcos 8 (C.37)
Poder{amos, inadivertidamente, usar o seguinte raciocinio: Achamos o dngulo 8 onde
a fdr¢a de atrito é mixima. Fazemos af f = p/N e caleulamos u, acreditando que se a -
caixa nado deslizar neste ponto nau o fard em nenhuma outra sitvacdo. Finbora este
raciocinio pareca ter uma certa légica, ele estd errado! Mas continuemos com ele
um pouco mais. O valor méximo de f é para § = 45°.

3
fmax = 5 my
N=gmg—i-Mg

Assim, g seria dado por

i
k= 2
T 3m
Vamos mostrar, para um certo caso particular, que o resultado anterior é inconsistente
COmi a SIEUaGa0 O¢ a calxa fcal em Iepousu para todos 0s ponics 4o inoviriento
pendular. Seja, por exemplo, m = M = 1,0kg. Assim, ¢ = 0,6. Consideremos o
péndulo na posicaa # = 60°, Temos, entao,

(C.33) -

N =17,5 Newtons
F=13,0 Newtons
N = 10,5 Newtons {17}

Ou seja, para & = 60° a caixa nao poderia estar em repouso pois f é maicr que uN
‘neste ponto!

Como pudemos notar, embora para § = 60° f é menor do que o valor em @ = 45°,
ele nao é suficiente para manter a caixa em repouso quando o pdndulo estiver naquela
pasigio. O erio cometido no raciecinio apresentado é que nzo levamos ~m
consideragao o fato de N depender de §. Consideramos que o caso iimire da
forca de atrito estitico ocorresse em # = 45°. Mas, como vimos, isto nao é verdade.
Esté caso limite deve ocorrer num wvutro ponto, pois o coeficiente de atrito deve ser

(C.34) maior do que o valor encontrado para 8 = 45°.
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Como disse, o raciocinio que adotamos valeria se N fosse constante. Neste caso

¥

procurariameos o ponto onde f fosse midxime e, ai, seri- o ponto mais lesfavordvel.
Agora, que N também depende de 8, temos de levar em conta tanto f como N. Assim,

fagainoes de uma maneira geral

f{8) = uN(6)

;

e procuremos para que & esta relagéo fornece a situagiio mais desfavordvel para . isto
¢, para que 0 teremos um ;& méximo. E precisamente este o 12 que estamas procurando.

Considerando {C.36) e (C.37), temos

_ Ampgsendcos
#= Imgcos? 8 + My

Entao,

dp 5 M
pT: ARl s v v

(C.38)

(C39)

E ébvio que este resuitado deve corresponder a um valor de p méximo, pois o valor

minimo ¢ para § = 0, Substituindo (C.39) em (C.38), encontramas

Im

PN, 719 rageresy

Podernos ver que para este valor de p nao havers a inconsisténcia descrita inicialmente,

guando tomamos m =M = 1.

Evarcinin O T2
CHAAVTICIC YA S

Neste exercicio, a energia mecanica ndo se conserva, pois ha um choque ineldstico em
cada instante ente a parte que est4 subindo e a que se encontra em repouso sobre

mesa.
Vamos, entdo, partir de (veja a figura)

~ dp
Fcrt - '“a';"

Mas, na posi¢io indicada na figura, temos

Fose = ~(M + my)g5
P=(M +my)d .

Substituindo (C.41) e (C.42)} em {C.40), obiemos

—{(M +my) g = mv? 4 (M + my) %

(C.40)

(C.11)
(C.42)
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rigura C.35; Exercfcio 9.13.

r

M @i

¥

A fim de que tenhamos uma expressio envolvendo apenas as variaveis v e y, fagamos

dv  dv dy dv
—_— e = P e
dt  dy di dy

Substituindo este resultado na relacdo anterior, encontramos

d
—(M+my) g =mu® + (M +mgdv d—: {C.43)

Como podemos notar, n3o é possivel reescrever a relagao acima onde um dos lados da
igualdade seja um elemento diferencial apenas em y e o outro apenas em v. Vamos
adotar wma outro procedimento. Multipliquemos ambos os lados de {C.43) por (M +

[ R— A manuleneds mads oar wanearita anmn
haai 4 T SO { o
Tl ex SRDTEESHD ks a0 2or rapooriin 22mM

1
—(M +my)’g =

=3 dij; [(]M -+ my) 21)2]

De onde dirctamente obtemos

A constante que aparece na relagio acima pode ser calculada diretamente através das
condicdes inciciais, onde y = 0 e v = V,. Assimn, obtém-se que o seguinte valor para
a constante

gﬁ‘[a M2v;2 4
" 3m 2

Substituindo este resultado na expressio anterior, olitemos

const. =

29013

Zg 3 2
(M 4 my)e? =~ (M 4 )+ MOVS 4 50
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Finalmente, para y = &, v = 0. Tintio,

2g 3 o 29M° _E_ Imvy s [
L(M+mh)’ = MY+ o h_ml(1+ 2Mg) 1J

E ficil concluir que a velocidade da massa A quando ela volta ac sclo é /2gh. pois
a corrente rao exerce nenhuma forga sobre ela. Ambas caem em queda livre,

Exercicio 9.14

Os momentos linear e angular e a energia mecénica sio conservados {veia figura)

Figura C.36: Exercicio 9,14,

» ml2 -~

C.M. [ T em—

Tl 8
v 2/3

" ™y
w2 O/ © e

O

Pela conservacio do .nomento linear temos

/3 :

mV = mucos 30° + (%+«T§) voaeos 8 = V= %-Fucu cos § (C.id}
m m u

0 = musen30° — (?-F?) ucarsend = 5 = von send  (C.43)

Como o momento angular se conserva pera todes os pontos, ficamos livres para esco-
ther um ponto conveniente. Tomemos o ponto O.

a a a aw u\/g
—w=-24.nuces30°- = V=_—_"4 - C.46
2 2 2 2 2 ( )
A conservagao da energia mecanica fornece

a
vis
m 2

m
F)
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W2
sVt = tan? 4 (2L M, TpENE
ZN 2 A/ S
2 2
= V'2=u?+v%‘M +_% (047)

A soluggo do sistemsa formado pelas quatro equagdes (C.44) - {C 17) é wma mera
questao de trabalho algébrico. O interessante < que hd dois conjuntos de soluciy,
sendo ambos nossivei -,

Vv - .
w:l,ﬂ;; w=0,45V; wuopr=10,63V e #=20°20 (C.48)

1%
w=0,89—; u=0,81V;, wecy =030V e #=530  {C.49)
a

Exercicio 10.1

Seja o pequenc elemento de massa dm, subentendido pelo trecho dz da haste, como
mostra a figura. O momento de inéreia deste elemento em relaciio ao eixo considerado
¢ dado por

d}:zﬂdm=x2?dz

O momento de inércia serd entéo a soma de todas essas quantidades desde = = —1/2
até r =1{/2.

w2 2
= 7] =

Figura C.37; Exercicio 10.1.

dx

——— & M —
<_>|x X
}t—:ﬂ—-——n—J/’Z—)I ¥

No caso de um eixo pezpendlcular 3 haste, mas passando por sua extremidade, a ob-
tengao do momento de irdrcia é s6 uma yuestao de mudanga dos limites de : integragdo,
isto é,
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Exercicio 10.2

Seja 0 momento de inéreia em relacao ao eixo y, como mostra a figura abaixo. O eixo
¥', paralelo a y, passa pelo centro-de-massa. Um elemento de massa dm. estd a uma
distincia d de ¥ € a uma. distancia d’ de ¢, sendo a a disténcia entre os dois eixos.

1

Figura C.38: Exercicio 10.2.

I = /d”dm=/[(a+:c’)2+z’9]dm

al [dm + 2a [:c’ dm L+ j[(s:'2 +z%)dm -
4

J
= Ma*+ f d?dm = Ma® + Ioay

No exerciclo anterior, a =1/2 ¢ Iops = I. Podemos ver que realmente a relagao aciina
é verificada, pois,

I=I+T

Exerccio 10.4

Em relagio ao ponto O, temos (veja figura)
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2
—Mglsenf = IC‘; f

O sinal menos da expressio acima § devido ao fato de 6 torque ter agao restauradora.

Figura C.39: Exercicio 10.4,

Usandc que

T=Tem+ M= EMRZ oML

e considerando peguenas oscilacées, obtemos

d20 {
m—+2g—9:0
df2 -~ 2Rt
Port:uito,
; 2p2 g2y /2 /2
5! R4 I R?
2 o 5
= o =2 —_— = 27 -( 1 _—
Feams o T :rr( p ) om [g 1+0,452)]

Como vemos, quanto maier for [ em relagic a R mais ¢ resultade se aproxima do enso
particuiar do péndule simples.

Exercicio 10.10

a) E facil verificar que nao L4 conservagio dos momentos linear e angular, bem como
da energia mecénica. Entretanto, em relagio ao ponto 4, o momento angular ime-
diatamewute antes da colisao é igual ao momento angular imediatamente depois.
Isto se deve porque a forga extra que o pino exerce na borra, no instante da colisao,
n&o contribui parz o torque em relagiio ao ponto A.

Temos, entao,

mea 2, MP N Imva
= T ) _ = ——————
3 Y= Ima? + Mz
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b} J4 o momento linear imediatamente antes da c~lisio nio é neressariamcate
izual a0 momente linear imediatamente depois. Isto azontece por causs da forga
acima mencionada, a nio ser que esta forga seja nula. Assim, calcalando a tal que os
momentos lineares imediatamente antes e depois sejam iguais, teremos determinado
a condi¢ao para nac haver forca extra no pine. P

mv = mwa + MwE

Substituinde o valor de w, obtido no intem anterior, ohtemos

mM %

1 5 (IME , 1 5,
_ L o mMrv C50
Q=gm ( “ ) 6maZ + 2M{Z (C.50)

Exercicio 10.11

Em relacio ao ponto O, o eixo perpendicular ao plano da figura (passando por O) é
principal. Assim

mi?
TO:IQQZTQ

onde, na ltima passagem, foi usado o resultado do exercicio X.1. Por outro lado,

Te = O — COS ¢

b e

Combinando estas dues equagées, vem

_ dgcos ¢
T

Para um ponto na extremidade da barra, temos

3
a-_-[a:%gcosd:

Considerando que v = dsfdt e & = du/dt, temos wdv = eds. Substituindo o vaior da
aceleracio acima obtido, vem

vdy = —%glcos ¢dg’

O sinal menos é porque av e d¢ possuem sentidos contririos. Integrando a expressao
acima. temos )
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Figura C.40: Exercicio 10.11.

i
g

T4

v 3 Q Vz 3
/vd’u:—iyl[ cosodp = ——2=3gl = V:J‘E
0’ T

s 2

Vejamos uma outra solugio, partindo da conservaco da energia mecanica

1 2

H 1 !
_ 2 2 2 2
mg g = 5MUc + 5 Tenswinyy = lg=vipy + 13w

Facilmente vemos que a velocidade angular em torno do centro-de-massa é a mesma

em torno do ponto fixo. Logo,

!
Uoa =W~

2

Combinando as duas dltimas relaces, obtemos
fa_

i g

W=q/ =
V7

Portanto,

V=uwl =3l
Exercicio 10.12

No primeiro case, temos (veja a £zura)

' F—f=Ma
fv!Rzi

ToM = ICMrO' = fR = 5B =

1
f= ~2~]\4a

(C.51)

(C.52)
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Figura C.41: Exercicio 10.12.

T

Resolvendo o sistewa formado peles equagdes (C.51) e (C.52), 2nCcontramos

F= gMa (C83)

Passemos agora para o segundo caso, que 2std especificado na figura abaixe. Coloca-
mos a forca de atrito para trds por mera intuigio (por sinal, errada). Deixemos que
os cdlculos mostrem o sentido correto.

Figura C.42: Exercicio 10.12.

As cquagtes sao

F~f=Ma & (C58)

R2
Ten = lopa = fR+FR:MT;—2:> f+F=%Ma {C.55)

A combinagio das rejagdes (C.54) e (C.55) foraece

3
F=_Ma
4
1
=—-Ma
f 4
Como vemos, a forca de atrito possul sentido contririo do indicado na figura.

'
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Exercicio 10.13

A figura abaixo mostra as forcas que atusm sobre o disco.

Figurz C.43: Exercicio 10.13.

F

Mg

Como ja é bem conhecido, a utilizacio da segunda lei de Newton neste Corpo
rigido, leva is seguintes equagdes

Mg—F = Ma (C.56)
MR? ¢ 1 i
FR==—"% = F=:lMa (€ .57)

Combinando {C.56) e (C.57), obtém-se

2
,G.—‘ig

Utna outra maneira de resolver é por conservacao de energia (a forca £ nfo realiza
trabalho). A figura abaixo corresponde uma situgio onde o corpo descer de uma
distancia x. Temos, entao, que a expressao da conservacdc de energia mecanica para
este ponto é dada por

1.
%M!ﬁ + §Iw‘ — Mgz = const.

Derivando esta equacio com respeito ao tetnpo, vem

Mva+t fwa—Mgu=0 =  Mva+

Exercicio 10.18

Consideremnos um trecho da corda de compriments s, desde a origem até um ponto
genérico P, como mostra a figura abaixo. T e F sio as forcas de tensio nos pontos
P e (. respectivamente. Como este trecho da corda estd em equilibrio, temos
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Figura C.44; Exercicic 10.12,

i
1

v
Teosg=H {C.58)
Tsen¢ = pgs {C.58)
Combinando (C.58) e {C.59), vem
rgs dy _ pgs
= & Pgs C.60
o=y = o= (C.60)

A equacdc acima possui trés varjévejs, T,y & 5. A fim de termos wma equacdo 56 cow
duas varidveis (x e y), derivemos ambos os lados de (C.60) com respeita a

@ pyg ds _rg \/d$2+dy f (I'J (C.01)
dr?  Hdr H dz '

Figura C.45: Exercicio 10.18.

&

y
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Agora que temos uma equacic dife.encial euvolvendo as varidveis e u, queremos
saber qual deve ser a fungio u{z) que satisfaz esta equagao I’ ]a obser vaga.o de (C. "’l)
Nemos Juc AnhU uaU \. msu U-IUALU -‘_suuylc'- yt‘lU LIS hu.u e TE LG . 4 a&aulua l::uuu.u,

a seguinte substituicée em {C.£1)

dy _
dr
Assim,
dp _ 00 3 dp__rg
. d:u__H\'l'p = V_Hp?—Hd;L (C.62)

Come vemos, 6 problema ficou reduzido ao cilculo de uma integrat (temos de somar
todos os pedagos infinitesimais). Entretanto, a resolugio da integral também nfo é
aigo tao direto.

Consideremos a seguinte mudanca de varidvel {yue tem por objetivo a eliminacio
do radical)

p=she = dp=chada = /14p?=vV1+sh?a=cha

Substituindo esses resultados em (C.62), encontramos

Aq
do = = dx
H
cuja solucho é imediata
(2
a = - x + const.
- H

Vamos, agora, voltar is varidvels iniciais

dy
amshp——j—]?— -+ const. = p=sh (%I+00ﬂst.) = - —sh\“"n%-canst)

((.G3)
No ponto z = 0, dy/dx = 0 (veja a figura iniciai). Logo, a consgtante que aparece na
expressao (C.63) é zero, Portanto,

= = I=;» h t.
—suH y— H +oans

Mas, de acordo com o eixo de coordenada.s cue escolhemos, em = = 0 temos ; = 0.
Assim, a constante da relagio acima pode ser diretaum-nte caioulada, dando -H/pg.
Entio, ¢ resuitado final é dado per

o
. pgT X
=-—|ch—— -1
; Y o} ( H )

Esta ¢ & equagao dc uma catendria. No Capitulo 11 é apresentada uma cutra maneira
de resolver este problema, através de Céleule Variacional.
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Exercicio 1u.19

a) Existe uma forca de atrito entre a bola e a superficie porque estd havendo desliza-
mento {veja a figura). As equagdes decorrentes das leis de Newvon sdo

dveag _ ;
M—" =~ f, (C.64)
2 dLJCM i
- = Z MRp2 A C.65
faR 5 4 11? dt ( )

Figura €.46: Exercicio 10.19.

4

Combinando (C.64) e {C.65), vem

2
dvcy = 5 Rdwear

Fara que a bola deslize at€ parar, teinos

0 9 0 2
f dvepr = 5 R./ dwopr = U, = %wOR (C.66)

b) Neste caso, uo instante em que a bola para, a velocidade angular ndo deve ser
zero. Chamemos esta velocidade de w’. Usando a relagio {C}, temos

@ 2 1 2 .
/dﬁCMZER dwor = UO:ER{wo—w)

Wa

No movimento de volta, a forca de atrito acelera o CM desde voar = 0 até a velo-
cidade final 3v,/7 (a patir daf © movimento serd sem deslizamentc). Entretanto, o
torque desta forga em relagdo ao CM retarda o movimento de rotagao (veja a figura).
Assim, em lugar da expressio {C), deveremos usar

2
dvea = ~3 Rdwenm {C.67)

Portanto,
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. 3z

f.Tto 2 _g‘n f"l-ﬁ ? o _:_;_ - *g ™ favﬂ A 2ame

_/0 W — 51.'.]“, e f -— 7“0 — 541. \TR —w} Rzt

No limite superior da segunda integral acima, fo feito que w éigual a v,/ R porque o

rolamento naquele ponto jA é sem Jeslizamento.
Eliminarae w' das equagies {C) e {C.68), abtemos

I
Uy = ZwOR

Figura C.47: Exercicio 10.19.

<
+*

I

H4 uma outra maneira, mais imediata, de se resolver este exercicio. Note que em
relacio a um ponto da superficie (na linha de agio da bola), o torque é zero. Assim,
em relagio a este ponto, ¢ momento angular se conserva'

Caonsideremoas a situacio inielal, emanda a hola é arremessada, ¢ wma. ontra. situ-
acao qualquer, como mostra a figura abaixo, onde A é um ponto em relagio ao qual
0 momento angular se conserva.

Figura C.48: Exercicio 10.19.

v L /

A conservagic do momento angular para as duas situagdes acima fornece

Mo R— %MR%O - MuomR - %MR%CM (C.69)
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onde o primeiro termic dos deis lados da equagfio acima corresponde ao momento
angular do CM e o sezund: termo. 6 momaonto angular ew relagio an CM

Na expressio (C.69), foi considerado coma pesitivo o sentido de momento angular
voltado para dentro da folha. IFazendo as devidas simpliheacdes, obtemos

2 2
Vo — ngp = -—UCM — ER&)C'M .'{

FntAo,
wvorm = O weryy =0 = v, = FRuw,
! 30,
b) venr = 5 vo, wem = $ =+ w = 1Ruw,

Exercicio 11.3

Um elemento de linha sobre uma superficie esférica de raio R é dado por

ds = \/R2d8? + R2sen2d dep?

A expressdo acima pode ser convenientemente escrita de duas maneiras

f da~ 2
Ryf1 + sen2s (d—‘ﬁ) df = F = /1 4+senlf ¢ (C.70)

ds

I

ds = RM( ¢¢) tsen20dp = Fp= /07 1 send (C.71)

No primeiro caso, ¢’ csta representando a derivada de ¢ em relagio a 6 e no segundo,
0" é a derivada de ¢ em relagdo a ¢. Para (C.70), terfamos,

BF,  d OF .

56 W og {672)
e para {(C 71),

an d an _ . -

56 " dg o8 (€73)

E melhor usar (C.72) onde temos diretamente

BF; Senzﬂ Qb" - 02
— = a (constante) = ———e" =73 = 204" —
o¢' ( ) 1+ sen2d 2 @ g g sen*# — a®

Vamos substituir este resultado ne comprimento de argo sobre a esfera
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Sin = R {B\/mds—ﬁtf f P
sen<y -— g~
B sen 0 do d _ dfecss)
B jA Veerlf — a2 ]A VI-a2 —cos?d
- _R ]B_ du
a VBT

onde b2 =1 — a?. Fazendo u = bsena = du = bheos ada, diretamente encontramos
que

Sap = RAa

O que ostra que, realmente. S4p é um arce de circulo de raio R.

Exercicio 12.2

A lagrangiana em coordenadas cilindricas é dada por

L= %m (p>+p*e" + %) —mgz

Usando a condigao de vinculo tg o = p/z, encontramos

i 4 mg
3 P)_";P

tgie tea

1 -9 192
L=-m (p' + pte% +
2
Como podemos observar, a courdenada ¢ é ciclica. Logo, o momento conjugado
correspondente € uma constante do movimente,

= gg =mp’p

Esta é a mesma contante obiida no Capitulo 8 [veja Eq. (8.17)] que, juntamente com
a expressio da conservagdo da energia {T + V), fornecem o material suficiente para
analisar o problema através das curvas de potencial, exatamente como foi feito no
Capitulo 8.

Exercicio 12.3

A lagrangiana do sistems é dada por (em o ordenadas esfericas)

L= %m (sz;2 + B2 sen?g éz) +mgRcos @

[

A coordenada ciclica ¢ leva a constante
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1= mf’ sen29q5

A outra constante é a hamiltoniana (no caso, a energia total) pois L ndo depende
explicitamente do tempo,

1 o o2 .
F = 3 nu (92 + senzé’qfaz) —mgHcos 8
12
2 42
2 mR 8 + W ng CcOos 9

onde, na ultima passagem, usamos a expressao da conservagao do momento candmico L.
Vamos fazer a representacao grifica de V(8) que convenientemente escrevemos

como
2
Vi) = —irn——o - — R
() 2mR? (1 — cog? §) mghtcos 8

Figura C.49: Exercicie 12.3.

H4 vAriss andlises que podem ser feitas a partir do grafico acima, similares s que
foram feitas no caso anterior {veja Capitulo 8).
Exercicio 12.12

A velocidade de m; pode ser obtida diretamente pela 1dent1ﬁcag:a,o do vetor rp como
mostra a figura abaixo

= (I%Isent,b)i‘-!—lcasqu‘# U = (:'c+lcos qbd))i—[sen«quﬁj‘
= Ppl = (#+lcos qﬁ&)z +Psen® ¢t = :i:? + 1297 + 2lcos i
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Figura C.50: Exerricio 12.12.

Considerando que a velocidade da particula de massa m; é ] = ©8, remos a seguinte
lagrangiana para o sistema

= % (m + ma) L % mal (1452 + 2@ deos ¢) + magleos ¢
A coordenada z & ciclica, logo,

oL . ;
P, = T (n11 + mg) i -+ moldcos ¢ = const.
T :
P. ¢ a componente em z do momento linear total do sistema. Podemos escolher um
referencial inercial tal que F, = 0. Fazendo isto, terios

- mol cos & b

my 4 g
Levando este resultado na expressao da lagrangiana, themos

L= %mzlz(l -2 os? ¢>)d3? + magleos ¢

iy + e
Fazendo a aproximacio para pequenas oscilacdes, ven
1 omym . 1
L= M 25 2 mogig?
2 m; +mg 2
onde foram desprezados os termos constantes. Caleulando a equagao de Fuler-Lagrange
temos
e mp+m i
G (my 2)g 6=0
myl

de ande (dentificamos a freqiiéncia angular

(my + ma)g

w =
mll
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Cxercicie 12.17 Exersicic 13.4
As condi¢des estabelecidas pelo problema acham-se dispostas na figura abaixo. A relagdo oivy = i€ ok + 185, pode ser verificada diretamente sem problemas
através do uso direto das matrizes de Pauli. Usando esta relagio, mostramos as
. .. outras
Figura C.51: Exercicio 12.17. ,
2 I . . .
R GXEG = €0.0ié =eu (ieior+10;) &
4 ’.';Ejkgfiﬂ g ép =1 (5jj6kf—5j'5kj) &1 6
1 ) = 2iduoié, =%y éx

= 2id

onde na quarta passagem acima foi usada a relagio (i3.44).

d=1d-b4idx

ij;

=ad |

(@-&)(b-7) = a;05b; aj*ab 005 = ab; (ieip o + 14

O comprimento da haste sendo constante, temos ..
Exercicio 14.3
{21 —22) + (g1 —~ p2)? = 1 - . B =
a) Pela equagio de Maxwell div B = 0, temos que o campo magnético 53 é um

O vetor posicao do centro da haste vale campo rotacional, isto €, B = rot A. Assim, considerando que B = B,k temos

-t +uz.
e 1{)1:2H_511‘)yzJ BE:(BAyw%);
° dr Oz

2 2 = A, =aBxA; =(a-1)B.y
b} A hamiltoniana é a energia tptal.

Consegiienternente, a velocidade do centro da haste ¢ dada por

I U
bzﬁ(zﬁmz}w—(ywmu

Para que ¥ seja paralelo & diregiio da haste, deveremos ter

H"E’”z_zslrn (p"%j)E

; onde estamos trabalhandoe no sistema gaussiano de umdades Substituindo a expressa
Ii+ds B -y ‘ de A, obtida no item anterior. temos :
it Y20 2 2p2
7 gB, { } g E; [ 22, 2.2
He — 22 - .
2m  me to = Lyps +ozpy| + 22 (@ =1)y" +oa }

Exercicio 13.1 - . - -
As equagtes de Hamilton que dio a dindmica do sistema s&o

Vamos considerar matrizes 3% 3, mas a demonstracio pode ser feita diretamente J-ara

qualquer ordem

K OH " gB.c gt B2a? J
Pr = Tor T me T T mE
E{jk det {AB) = E;m,,(A B)ﬁ (.4B)mj (.4 B)nk = ﬂm,,A.l,-B,-,'Ams B,jA,.tBik . 3H _ qBo(l - a) qug(l - d)2
= etmnAtr AmsAnt Bri By B = €14 (det A) BrBu; Pt T T T Tme P T Y

i

=det A Siik det B
= det(AB) = det A det B

Usando as relagdes dos momentos canCnicos de uma particula movendo-se num campo
magnético,
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Pz =m:'c+%Ax =mdz‘+%(cx—1)Boy
py=mg+%Ay:mg+%aBo:r :

obtemos as equagoes

mi— 35 0
C
B
mi+ 24 =0
C

Como vemos, estas equacdes ndo dependem realmente do pardmetro o (0 que estd
relacionado com a invarifncia de calibre da teoria cletromagnética) e € facil ver que
elas sio as mesmas obtidas a partir da segunda lei de Newton e da forca de Lorentz.

Esta independéncia da teoria em rela¢io ao parametro o poderia ier sido usada
desde o inicio, escolhenda-se um o conveniente {escolha de calibre} a fim de trabalhar
com grandezas mais simples. Por exemplo, poderiamos ter escothido a =0 ou o =1
(ou um outro valor qualquer).

Exercicio 14.7

a) Como as quantidades 4 e B nao dependem explicitamente do tempo, para mostrar

que sdo constantes basta mostrar que os parénteses de Poisson delas com a hamilto-

niana can nulas

{AH} = {q192, @11 — qapa} + (termos nulos)
= qig2{q1. 71} — a0z {@2, p2}
=gigs — G192 =0

onde usaram-se os paréntes fundamentais de Poisson

{gi.pi} =& {945} = 0= {pi.ps}
Para a quantidade B, temos

— a
{L,H} = {%qj,41pa~qwz"aiﬁ+bq§}

P1 a 1 a
= ={p.q1}— 29 (g ) — aaolmr — a@n){—.p2} — —{p1,¢}}
Q2 q2 q2 g2
a -1
= B i—qﬂm “QQL)_g -
g2 g2 43
= 0

a

—2
q:‘ 1)
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b) Copsiderando = identidade de Jacnbientre A, B o H, temos

(B, B} 5 A, A + (A B} =0
Clemo as quantidades A e B so consideradas constantes, temos que os dois primeiros
termus da expressio acina sao nulos. Logo,

{H{A.B}}=0

._0 que mostra que realmente {A4, B} é também uma constante.

Para o caso de A e B do nosso exemplo, temos que o resultado é {4, B} = 1. que
& ulna constante trivial.



apenpice D

Resposta de alguns exercicios

Capitulo 1
2.alz=1mx=145mexr - 00
bjt=2sei=3s

o)t < 2,0s. retardado

9 < t< 2,55 aceleradado

2,53 <t<30s rtetardado

t >3.0s: aceleradado

d} et} =6t — 15

3. a) ot) = %ta i

v{i)=—~0,7m/s

v{2) =0,7m/s

1 1.4
by z(t) = =t — ot* 41
) ={t) =55 5
r(ly=0,6m
2 =0.3m

¢)Flepiraemz=1exz=02m.
t < —1,75 retardado

—1,7 < t< —1s: acelerade

—~1 <t <0s: retardado

0<t<ls: acelerado

1<t< 1,72 retardado
t>1,7s acelerado
t<—1,7s voltando (v < 0)
—1,7<t<9s: indb {v>0)
0< e 1,75 voltando (v < G)
t>1,7s indo (v >0

d) v = —0,3m/5

am = 1,4m /52
doa)—A<Lz# A

b} A é a amplitude do mevimento.

w=27/T é a freqiiéncia angular.

cr=wyA? - 2?
o= —w’s
Vg
7. 1) = — ——
a}) u(¢) Fiot 41

1

z{t) = To + E In{kuvot + 1}

() = vy et

427
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Capftulo 3

ﬁ?m F= 1!5;—2 4}1’{1]59'&0"
1km

mm

f=G o
F (r—z:)ﬂr

_ M z )
7. 5= o | == —1] k
g 2 \VRT+22
oM .

Paraz» R = §= - ;:fk

i1, a)Paraz» R = j=——75Fk

1 1
5 20M (s - T )

O movimento serd oscilatério entre z = Xh.

Capitulo 4

2. 5im. v =YTkm/n
g senf — peost

. b in = ] =
4. b) Umin R cﬂsﬁ‘-i—,usenﬂ

_ g sen &+ pcus @
“méz T AR cos 8 — psend

{para cos§ > psen )
5. me ="kg
6. by a=20m/s?

c) Nao

9, @ = rrccos =
M

T

Mg

mwil(2m + M
10. 3) Fac =~ 2(1_52_&—)—)

mMuw?l

Fpo = —t®l
BC = Sim + M)

M
b} § = arccos EJ_(E;_
ol
i Bl

1. a= 23
my +m2 :
12. 1125 N, 375N e 2250 N
15. 6 & a solugao de ;
mg

2 [ Gtz 20 =
send +costig Do

Capitulo 5
1. v = Aw cosfwt + @) = w vV A2 —

o= Aulsen{wt+ ¢) = — 1

Capitulo 7

2. 8) T — T =37—-121

Havers coligdo se 7 — 07 for paralelo a 72 — 71
{6 que néo é o caso).

b)t=115s d4d=083s

4.t=0,7Ts

5. S4km/h i
9. a) 6i% — 25—k

L B
L oabingiv uJuu, g L oady s

b) N
ii.

Capitulo 8-
1.3a) —2J
b) 0
c) 50.J
2. -11::::2
21
- J
a) 3
7
b) o 7
35 5
4. Bzarcsenazrﬂ“

6. h=10m
B. u, =0,6Tm/fs
9. bYzr=10

4a?

0< E
c) 0< <2"b2
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3. a)
d) f_?_ LA 4 DI 6L 2) - 8O - Dk

b

LU, By =Szt —w

b) o< Epy <4 J

Q) B =3J —0880<a<,35 23253
Eu=5J zzll

d) {~0,0) e (2,400}

e) z=~1 = v=14m/s

=4 = v=>5648m/s
11. a)ﬁ=(fﬁi+.@3) i

PRI
4 1/6
o) T= o (—mb )
3e \ 4o
G
14.8) V= 20
. T
1
b Ve = — O

T

A
Vit = — % {constante}
2AT
<) V———W(\le+zzfz)
16. a} ma:—k'z#cxy—(]

mij=ky—oar =0

bY wr = ]
kto
wy =
17. wl_\f
2kh
vz = %+m12
19.1));:_%_ 22:2

m=myg (mg B my)

) L3ANIWTEN
e =

2trmo

b Alte) = of 2

o)
= 14482004 1) $ 418367 4+ de— ) - 7242 (t— ) &
30. L)V = Vob

farn oM

V va 52_?‘?,

. C2ar? + b; oM
b= v V2

31, Ip = 2mrv cos? 8k

Nio & constante.
33, b) mé + 2kéy — kfa — kia =0

méy - k) +2kE2 —kEs =0

méy = k3 — kéy + 2kEz = 0

35. ) By = Lk(ta—61)?
b} mmify —kéz k6 =0
mafa + kEa — ki1 =10

G b

k myig
L = -_— |L¢ = ———
I my + ma

Capitulo 9

mim + 2i4)
(m © MP?

m(m + 2M) v

M{m+ M)

4. A colisio ocorrers no CM (0, 44 m de A).
x fu /ompma

B.t=—f— = ee———
2V k # my + w2

10. ¢ = arcig 2 = 63°26'

3 vh =

'UB:

Pg = 45°
11. ¢} m=0,12m,

v =28y,
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E.=0,3E,
1
156, Voar = -V
CASf 3
v

i J—

{

3
16. O ponto O girs em torno do CM com Zw'

(num raio de {/3)
18, O CM desloca-se com %Vi.

VIV
4 uma rotagdo em torno do CAl w = TR
Capitulo 10
6. 4} Zpprgnsl, = 6,3 % 10727
Eerot. =3, 1 x 1072 J

&28 12gb
EtELE
di2 24 12b2

BY 0() = 6o 5 120 t+'rr
o =besen { gty

7. )

124 1962
) T =2my) ———
Voo
o
8. T=2nR,; —
\ ol
9. a)w=1,4rad/s
& = 37°3(’
b) Nio
14, 7, Ity
. T i i 4
(X ar ¥) EY]
- 2t
YOM T MR
15 A2
. M= ——
12 7 1247

2F
16. aYa = —
3m

b) 2F/3  para frente (roda da frente)

F/3 para tris (roda de trds)
17. T =23 N

20, i = 1,5 x 108N

Te =1 Av HE N

Ty =20x 104N

22. Iflw [ ¢ o momento de inéreia ~m relagio
a z’.]

25, < AL R%w® sen 20

29. 10ma?, 19mu?, 2ma”
3u. ol*/72, olfy21

o = dorsidade superficial de massa

| = cateto do :idngule

10
31. 0 = arcoos Fe

Capitulo 12 -
Imgsen ¢
I+ ma?
_ : 239,
7.a) L= 5 mil + h)° (47 + &3)
1 .,
=g ma i+ (g} + ¢3)
1 B2 (g — 6r1)2
=5 (o —an)

b

mils Ayttt LY LR A, B2, =0
: $r- ol YLyhSlby — o hEA

m{+ k)2 do = [mgll + Ry + 72| d2 — vhEZp; =0

:.‘)1=\/E
{

PR U T+ L
Visn  m+ry
8.i+w3x—ﬁ-y20

jhely—az=0

T, . 1.
10. L= mi+ &)+ S ME
1
-5k [l — &)+ (61 - £2)%)

onde £; = 2, — x;, 5&0 deslocamentos em torno
da nosigao de equilibriv.
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11. L= 5m(e:'% +& +€))
- % k(€2 - €)° + (6s — €2)7 + (62 — £1)7]

=10

i
wty=
m

4 w=— 2 [(my + o)y 4 12)E
2mylile

Jima £ ma Y2l +12)? — dmg(my b mz)h!zl )

t
4

[T W)
15. w—\‘ i
16 e fk(!—i;l}:?—{-l)
Capituio 13

2. §;; € ur tensor € €553 ¢ um pseudotensor.
V33 —1/2 0
5. 174 Vi V32
—V374 34 1/2



